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PREFACE. 


Lcs Traites sue les fonc Lions elliptiques imprimes en France 
sont des Traites complets destines specialement aux matlie- 
maticicns : la plnpart d’entre cux prennqnt comine point de 
depart les tlie or ernes gencraux de la theorie des {auctions; 
dans Lous, fetude des fonc lions elliptiques est envisagee au 
point de vue le plus general et poussee 1c plus loin possible 
(multiplication, division, transformation, equations modu- 
laires, multiplication complexe). 

Nous nous sommes propose de faire un Traite des F one- 
lions elliptiques , (run caractere eiementaire, en un seu! 
Volume, con tenant lcs principes essentiels de la Theorie 
et montrant, par des applications simples, combien ces fonc- 
tions sont utiles pour la resolu tion de certaines questions de 
Geometric, de Mecanique et de Physique mathematique. 

La Theorie des fonctions elliptiques estcommc line Trigo- 
nometric d’urx ordre plus eleve; nous nous sommes limites 
dans noire expose aux principes fondamentaux; ces principes 
etant bien compris, les parties plus profondes de la Theorie 
deviennent facilemcnt accessibles. 

Pour reduire au minimum les emprunts a la Theorie des 
fonctions, nous prenons commc point de depart la notion du 
developpcment d’une fonc lion uniforme par la formule de 
Taylor; nous ne nous servons pas de la theorie de Cauchy 
sur les integrates prises entre des limites imaginaires. Nous 
donnons, dans une courte introduction, la definition des 
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quelques ttmes lires de la Theorie des fractions, qui sent 
employes dans 1 Ouvrage. 

La Theorie des fonctions rationnelles ct dcs fonctions tn- 
tronometriques est d’abord exposee par les methodcs memos 
qui sent employees ensuite pour les fonctions dliptiqnos. Im 
lecteur voit ainsi, sur des fonctions simples avee lesquellcs d 
est familiarise, l'enchainement des raisonnements et des 
theoremes qu'il reneontrera ensuite pour les fonctions cllq>- 
tiques. 

Les formules nrincinalcs de la Theorie des fonctions rat ion - 
nelles dune variable x se reduisent a deux formules types : 
une premiere formule me l tan t en evidence les valours de x, 
qui rendent la fonction rationncllc/(x-) nulle ou inllnie 

(x — ad [x — a t )- ■ ■(# — (i n ) . 

J{ x ) — _ f,,) [w — 6 2 ). . .{x — b,,)’ 

puis une deuxieme formule, dite de decomposition en ele- 
ments simples, mettant en evidence les points ou la fonction 
devient infinie, et la fagon dont ellc y devient infmic 

f (j? ) ZH C0 -T~ Cj X Ce>X“ “f- . . . ~r~ 

A t B . 

x — a n x — b ' ' ' x — l’ 

Felement simple — 1 est la derivee dc Log(,r — a). 

Les formules principales de la Theorie des fonctions trigo- 
nometriques peuvent, de memo, se ramencr a deux types 
analogues : une premiere formule mettant en evidence les 
points ou la fonction devient nulle ou infmic 

ft x \ _ A e mxi s j n (£ ~ gi ) sin ( x - ga) ■ • : sin (a? — a n ) ? 

sin(j? — b x ) sin [x — b s ). . .sin(# — b p ) ’ 

et une deuxieme formule, appelee formule de decomposition 
en elements simples , mettant en evidence la fagon dont la 



1'onction devient infinie 


/(•■») — C 0 -+- C,<? 2 “4- C 2 e ixe -h. . . 4 - C m e- mxi 
4- C; e-- xi 4 - ... 4- C’ n e -"- nxi 

4- A col(x — a) 4 - B cot(a; — b) 4-. . . 4- L cot(x — /). 

On pout remarqucr encore que l’element simple 


cst la dcrivec de 


coi(x — a) 
Log sin (x — a). 


Do memc, clans la Theorie cles fonctions elliptiques, il 
exislc deux formules fondamen tales : i° une formule de 
decomposition en facteurs 


J\x) := 


HQg — a \) - • -H(ar — a n ) 
H(.z- — b v ). . .Jrl(x — b fl ) 


mcttant en evidence les points a n <z a , . . a in ou lafonction 
s’annule, ct les points b n b 2 , . . b n ou elle devient infinie; 
o° une formule de decomposition en elements simples, due a 
M. Hermite 


— Go ■+* AZ ( oo — ci ) . . . “f— LZ ( x — Z) 


ou I’ element simple Z(x — a) est egal a 

i/LogH(x — a) 
cix 


La plupart des calculs sur les fonctions elliptiques sont 
fondes sur Tcmploi de Tune ou de l’autre de ces deux for- 
mules : ces calculs sc ramenent done a des regies simples dont 
il est fait de nombreuses applications. 

La Theorie des fonctions elliptiques se complique de la 
question des notations qui varient d’un Traite a Fautre. Tout 
d’abord, nous nous sommes interdit rigoureusement d’em- 
ployer aucune notation nouvelle. Nous avons expose simul- 
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tanement deux systemes de notations qui doivent subsislcr 
defmilivemcnt : celui de Jacobi, constamment suivi par 
M . Hermite, dans toutes ses recherches, ct cclui de M. 'Weicr- 
strass. Le passage de Fun de ces systemes a l’autre est aise : 
neanmoins, il importe de les conserver tous les deux ; car, 
suivant les cas, les applications sont plus faciles dans run 
des systemes que dans l’autre. En outre, apres avoir lu un 
Traiteelementaire,le lecteurdoitconnaitre les deux systemes, 
afm de pouxoir lire ensuite les Livrcs ou les Memoires ecrits 
dans chacun d’eux. 

Pour preparer les applications, nous avons etudie avec soin 
les cas particuliers ou les valeurs des fonctions clliptiques 
sont reelles, les seuls c[ui puissent sc presenter en Mecanique 
el en Physique. 

Chaque Theorie est suivie immediatement dc quelques 
applications; ainsi Fetude de la fonctionpdeM.Weierstrass, 
quand Tune des periodes est reelle el l’autre purement ima- 
ginable, est suixie d'applications a la cubiquc plane, a la 
lemniscate, au pendule spherique, au mouvement d’un corps 
pesant de rexolution suspendu par un point dc son axe ; 
Fetude des fonctions dc Jacobi, pour le cas ou lc module est 
reel et plus petit que un, est suivie d’applications a la biqua- 
dratique gauche, a la surface des ondcs, au pendule simple, a 
Felastique plane, a la corde a sauter, aux mouvements a la 
Poinsot ; Fetude de la fonction p, dans le cas de deux periodes 
imaginaires conjuguees, est suivie de l’application au mou- 
vement d’un projectile dans un milieu dont la resistance est 
proportionnelle au cube de la vitesse. Viennent ensuite 
quelques applications au probleme de Lame et au probleme 
de Felastique plane sous pression normale constante, dont les 
integrals, decouvertes par M. Maurice Levy, ont ete conver- 
ges en formules elliptiques par Halphen. 

L’Ouvrage se termine par la Theorie des fonctions que 
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M. Her mile a appelees fonctions cloublcment periodiq lies de 
deuxieme ou dc troisiemc espece, avec applications a Fequa- 
tion de Lame cl aux equations dc M. Picard, etpar quelques 
notions elementaircs sur les fonctions modulaires qui four- 
nissent Fexemplc le plus simple dcs fonctions fuchsiennes et 
klcineennes dc M. Poincare. Comme pour les fonctions 
ellipliques, nous donnons pour les fonctions doublcment 
periodiqucs de deuxieme cspece deux formes essentielles : 
decomposition en fac tours et decomposition en elements 
simples, d’apres M. Hermitc; puis nous indiquons, pour 
les fonctions dc troisieme especc, deux formes analogues, en 
cmployant V element simple inlroduit par M. Appell. 

Les principalcs formulcs sont resumees dans un Tableau 
place a la fm clu Volume. Sauf dans Fexpose de la transfor- 
mation de Landen, nous n’avons pas donne de Tables nurne- 
riques, car, dans la pluparl dcs cas, les series delinissant les 
fonctions a calculer sont si rapidement convergentes, que les 
premiers tcrrncs suffisent dans les applications. On trouvera 
des examples de calculs numeriques a la fin du Calcul inte- 
gral dc M. J. Bertrand et dans les Tables de Houel. 

Nous esperons qu’apres avoir etudie cct Ouvrage, le lecteur 
pourra se servir des fonctions elliptiques comme des fonctions 
irig'onometriques. Nous avons choisi des applications aussi 
varices que possible : on en trouvera d’autres, d’une grande 
elegance, dans le Traite dc M. Greenliill. Quan t aux develop- 
pernents theoriques, nous pensons avoir mis le lecteur a 
meme de lire les grands Traites de Briot et Bouquet, d’Hal- 
phen, de MM. Tannery et Molk, etdese servir utilement des 
fcuillcs de M. Schwarz. 


Paris, 2 7 septembre 189b. 




PRINCIPES 


DE LA THEOIIIE DES 

FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


CHAPITRE I. 

NOTIONS PRELIMINARIES. 


I. — GENERALITIES SUR LES FONCTIONS UNIFORMES. 


1 . Fonction reguliere en un point. Zeros. — Une fonction d’une 
variable imaginaire u = x +yi est dite uniforme pour tomes les 
valours de u quand elle n’a qu’une valeur pour chaque valeur de u i 

par exemple cos tang;/ sont des fonctions uniformes. On 

dit aussi, en repr^sentant la variable u = x -+- yi par le point d’un 
plan de coorclonn6es x et y, que la fonction est uniforme dans 
tout le plan . Nous ne nous occuperons que de fonctions de cette 
nature. Une fonction uniforme f(u) est reguliere en un point a 
quand on peut, dans un cercle ayant ce point comme centre, la 
developper par la formule de Taylor en une serie proc^dant sui- 
vant les puissances positives croissantes de u — a 


(0 


/(«)=/(«)+ — i — /'(«)■+■■ ■ •-+ 


( u — a') n 

i . a . . . 7i 




Zeros. — Une fonction f(u) reguliere au point u = a admet ce 
point comme z6ro quand f(a) est nul : si f ! {ct) n’est pas nul le 
zero est simple. Si un certain nombre de derivees f'(a ), f n (ct ;), . . . 
sont nulles, f {n) (a) etant la premiere derivee non nulle, le zero 
u = a est d’ordre n : on peut alors ^crire le developpement ci- 
A. e't L. 
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dessns 


f(u) = (u — a) ll g(u), 


ou le facteur g(u) est ime serie enliere en (a — a) nc s’annulanl. 
pas pour it = a. 

2. Points singuliers. P61es. Residus. Points singuliers essen- 
tiels. — Lorsqu’une fonction uniforme f(u) n’est pas rdguliere 
en un point determine < 2 , on dit que ce point est un poin l sing alter. 
C’esl un point singulier isold quand on peat decrire de a coimae 
centre un cercle assez petit pour que la fonction n’ait pas d’autre 
point singulier dans ce cercle. 

Poles. — Un point singulier a est un pole quand il est iso Id el 
quand la fonction devient infinie en ce point a la faeon d’unc 
fraction rationnelle. Pour preciser, le point a est un pole, quand 
3a fonction f(u) devient infinie en ce point et qu’il cxislc ime 
fraction rationnelle 


<p(w)= — 
1 • u - 

telle que la difference 


( u — ay 1 




(u — a) rj - 


soil reguliere au point a; les lettres A, A,, . . . , A a _ ( dosignanl 
des constantes. La fraction rationnelle <f(u) s’appelle la par lie 
principale dela fonction /(«) relative au pole a; le cocfficieiH A 

u a ^ residu relatif a ce pole i l’enticr a est 1’ordrc ou 

degre du pole. On a alors, dans un certain cercle de centre «, 

/(“)=?( «)+«•(«), 

g{u) etant une fonction rdguliere au point a : on en conclut, cn 
reduisam le second membre au m£me ddnominateur ( u — a) a , 

.. G(«) 


G(m) etant une fonction reguliere au point a, diffdrente de zcrc 
pour a — a. 
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Nous dirons aussi que le point a est un infini d’ordre a de la 
fonction. 

Points singuliers essentials. — Quand un point singulier n’est 
pas isole ou qu’etant isole il n’est pas un pole, on d it qu’il est un 
point singulier essential. Nous ne nous occupons dans la suite 
que de fonctions dont les seuls points singuliers a distance finie 
sont des poles. 


3. Remarque sur les zeros et les p 61 es. — Si le point a est un 
zero d’oi'dre n de la fonction f(u), il est un pole simple de re- 

sidu n dans la derivee logari 
dans le voisinage de u = a : 


thmique en effet, on a alors, 


/( «) = ( w — a) n g(u), 

puis en prenant les logari dimes etles derives 

n s?' ( u) 


f( u) 
/(“) 


7(u)’ 


com me g(u) n’est pas nul pour u = ct , le rapport est une 
fonction reguliere au point a\ done ce point est un pole simple de 
De meme, si le point u = a est un pole d’ordre a 


residu n de - 4 — " 

A“) 


de f(u) : il est un pole simple de residu — a de • On a en elfet, 
dans cette hypo these, au voisinage de a, 

G(u) 


d’ou 


f(u) ^ -a 
/(«•) 


■ a)* 


. G'OO. 

a G(w) ’ 


comme G (u) ne s’annule pas pour 


at, ttt—: est une fonction 


’ g O) 


reguliere en a et le th^oreme est demontre. 


4. Point a rinfini. — Pour etudier une fonction f(u) de u 
quand a devient tres grand, on fait u = ~ el l’on suppose u 1 tres 
petit. La fonction f(u) est dile reguliere au point u = cc 
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quand/^A j es t reguliere au point u'= o : on a alors, pour des 
valeurs tres petites de u r : 

= «o-+- u '- t - . • , 

el par suite, pour des valeurs tres grandes de u, 

/(«)=«„+ a, i + 


Lorsque la fonction est ainsi reguliere au point co, le point oo 
est un zero d’ordre n quand a Q , a i} . a n _ K sont mils, a n etant 
different de zero. La fonction s’annule alors a l’infini commc 



Le point infini est un pole ou un point singulier essenticl pour 
f{u) quand le point u f = o est un pole ou un point essential pour 

f(^y Supposons que ce soil un pole : alors, par definition, on a 
pour de petites valeurs de id 



Ai 

m'* 


A a— i 


■ a Q -h diii' azii'z . . 5 


c’est-a-dire, pour de grandes valeurs de u , 
f(u)= Ai u--b . . . -4- A a _i & a -+- a Q -+- a\ ~ 

La partie 

o(m)= Am 4- Ai« 2 4-. . A.#—! u^j 

qui devient infinie au p61e u = co, est la partie principal relative a 
ce p61e, a est l’ordre du pole. 


5. Remarque sur la convergence des series. — Nous pouvons 
mamtenantpreciserun point important dans ce qui precede. Nous 
avons dit que la fonction /(«) uniforme dans tout le plan est re- 
guliere en a quand elle est developpable par la formule de Taylor 
dans un cercle de centre a : cette serie sera convergent* dans Le 
cercleayantpour centre a etpour rayon la distance du point a 
au point singulier de/(u ) le plus rapproche de a 
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C’est la une proposition que nous admettrons pour ne pas 
allonger ce Chapitre. 

6. Une fonction uniforme reguliere entous les points & distance 
finie et infinie est une constante. — En effet, la fonction supposee 
f(u) etant reguliere au point u= o est developpable en une serie 

/ ( u ) = a 0 a i u -h u- H- . . . , 

convergente dans le cercle ayant Torigine comme centre et passant 
par le point singulier le plus rapproche de I’origine; comme, par 
hypothese, il n’y a pas de points singuliers, cette serie est con- 
vergente dans tout le plan. Pour ^tudier la fonction dans le voisi- 

nage du point oo, posons u = alors 

/ (i) ssa 9 +ai i +a *(i) +•••• 

Par hypothese cette fonction est reguliere au point u f =Q : elle 
ne doit done pas contenir dans son developpement de puissances 
negatives de u! : done tousles coefficients a { , a 2 , . . ., a n , . . . sont 
nuls, sauf le premier a 0 , et Ton a 

/(«)=/("-) =«»• 

La fonction est une constante. 

On peut enonccr ce resullat sous une autre forme, en disant 
online fonction uniforme par tout finie (le point oo compris) 
est une constante. En effet, une fonction uniforme devient infinie 
en cliacun de scs poles; on peut cn outre demontrer rigoureuse- 
ment que, si la variable u lend vers un point singulier essentiel 
de la fonction suivant unc loi convenablement choisie, le module 
de la fonction croit au dela dc toute limite. Si done une fonction 
uniforme est partout finie, clle ne peut pas avoir de points singu- 
liers, elle est reguliere partout et se reduit a une constante. 

7. Les zeros et les pdles d’une fonction uniforme, n’ayant d’autres 
singularity que des p6les a distance finie, sont n^cessairement isoles 
les uns des autres. — Nous voulons dire par la qu’il ne peut pas 
existcr de point a du plan dans ] e voisinage imrmSdiat duquel il 
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se trotive une infinite de poles ou nne infinite de zeros ; ou encore, 
quel qne soil le point a, on peat toujours decrire de a commc 
centre un cercle avec un rayon assez petit pour que dans ce cercle 
il v ait : on bien ni zero ni pole, ou bien un seul zero sans pole, 
on bien un seul pole sans zero. 

Ce fait resuite immediatement des developpements preceden ts. 
En eflet. un point a etant marque dans le plan, trois cas pcuvent 
se presenter suivant que /(«) est reguliere en a sans s’annuler en 
ce point, ou que f{u) admet le point a pour zero, ou enfin que 
f'u i admet le point a pour pole. Dans le premier cas, on pent de- 
crire de a comme centre un cercle suffisamment petit pour qu’il 
n‘v ait dans ce cercle ni zero ni pole; dans le second, on pent de- 
crire un cercle suffisamment petit pour qu’il ne contienne pas de 
pole et contienne le seul zero u — a ; dans le troisiemc, on pent 
decrire un cercle ne contenant pas de zero et contenant le seul 
pole a. 

D'apr&s cela, si pour une fonction uniforme il existe un poin t a 
tel que, dans une aire aussi petite que Ton veut, entourantcc point, 
ii existe soil une infinite de poles soil une infinite de z<$ros, ce 
point est point singulier essentiel. En effet, la fonction ri’cst pas 
reguliere en a; ce point est done un point singulier. Il n’esl pas 
un pole, d’apres ce que nous venons de voir; il est done un point 
essentiel. 

Nous allons, dans les deux paragraphes suivants, trailer, commc 
exemples, les fonctions rationnelles et les fonctions trigonomd- 
triques. 


II. — Fractions rationnelles. 

8. Objet du paragraphe. — Le lecteur connait assuremcnl les 
proprietes des fractions rationnelles : decomposition en fractions 
simples, utilite de cette decomposition pour Emigration, decom- 
position en un quotient de deux produits de facteurs lindaires. 

Nous reprenons bri£vement cette theorie, en suivant une marchc 
analogue a celle que nous emploierons plus loin pour obtenir Eex- 
pression generate des fonctions elliptiques, d’abord sous une forme 
toute semblable a celle d’une fraction rationnelle dScomposde en 
fractions simples, puis sous une forme semblable a celle d’une 
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fraction rationnelle decomposee en un quotient de deux produits 
de facteurs lineaires. 


9 . Fraction rationnelle particuliere. — La fonction 


( 3 ) 


/(“) = 


it 

( a — 1 X u — 2) 


est reguliere a distance finie en tous les points autres que u = i, 
a = 2. Ces deux points sont des poles de premier ordre. La partie 
principale relative au pole u = i est 


©i 0) = 


en effet on verifie immediatement que la difference f(u) — < 0 \(u) 
est reguliere au point u = i. Le residu relatif au pole u = i est 
— r . De meme la partie principale relative au pole u = 2 est 


cp 2 <» = 


2 


— 2 5 


avec le residu 2. Au point 00 la fonction est reguliere, car 

/( -,)= t r- 

\ll J (l — U ){l — 2 Li ) 

est reguliere au point id = 0. On voitque u r = o , c’est-a-dire 11 = 00 
est un z< 3 ro simple. La fonction f{u) a done deux poles simples 
11 = 1 , u = 2 et deux z^ros simples u = o 1 u = 00 : on dit qu’elle 
est d’ordre 2. On peut remarquer que liquation 

/(«)= C 

a deux racines quelle que soit la constante C. 

Comme les fonctions <p K (u) et cp 2 (u) sont r^gulieres partout a 
distance finie et infinie, excepte aux poles respectifs 1 et 2, la dif- 
ference 

/O)— ©1(a)— <p*(w) 

est reguliere partout a distance finie et infinie, j compris les 
p 6 les 1 et 2, d’api'es la definition des parties principales cp i et <j> 2 . 
Cette difference est done une constante et, comme elle s’annule a 
l’infini, puisque chacune des fonctions /, <p,, ® 2 s’j annule, elle 
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est egale a zero. On a done 


f(u)= <?,(«)-+- <?»(«), 


formule que donnerait immediatement la decomposition de ia 
fraction rationnelle en fractions simples. 

10. Gas general. Poles et zeros. Ordre. — Une fraction ration- 
nelle 


( a A <7 I Cl„i _ P (u) 

by U n -r b„, ~ Q(U)’ 


on P etQ sont deux polynomes de degres m et ft, est une fonction 
qui, a distance finie et infinie, n’a d’autres poinLs singnliers que 
des poles. A distance finie elle a comme pdles les racines dc 
Q ( « ) = o : le nombre des poles a distance finie, en comptant 
chacun d'eux avec son degre de multiplicite, est done n. 

i° Si m > ft, le point oo est un pole d’ordre m — ft. Le nombre 
total des poles a distance finie et infinie est done 


n -h(ni — n)= m. 


11 y a aussi m zeros qui sont les racines de P(ft) = o. La fraction 
a done m poles et m zeros : on dit qu’elle est d’ordre m. Liquation 
f(u)=C&m racines quel que soil C. 

2 ° Si n > m le point oo est un zero d’ordre n — m. La fraction 
a alors n poles et un nombre egal de zeros, car il y en a m a 
distance finie [les racines de P(w)] et n — m r6unis a l’infini. La 
fraction est d’ordre n ; l’equation f(u)= C a toujours n racines. 

3° Si m = n , le point oo n’est ni un pole ni un zero : il y a en- 
core autant de zeros que d’ infinis : la fraction est d’ordre m = n. 

En resume une fonction rationnelle f{u) a toujours dans tout 
le plan, 1’infini compris, autant de poles que de zeros ; le nombre 
des poles ou des zeros est l’ordre de la fraction : r6quation/(w)= C, 
a, quel que soit G, un nombre de racines egal a Y ordre. 


11. Formes analytiques principals des fractions rationnelles. 
— On peutmettre une fraction rationnelle sous deux formes dif- 
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ferentes suivant que l’on veut mettre en evidence les poles et les 
parties principales, on les poles etles zeros. 

i° Premiere forme mettcint en evidence les poles et les par- 
ties principales correspondantes . Decomposition en fractions 
simples . — Appelons a, b, . .., I les poles a distance finie res- 
pectivement d’ordre a, (3, . . . ? \ et 





?*(«) = 



A i , , 

(u — a)' 2 * ' (u — a)*' 

B { Bp-! 

[u — by 2 " (w — 


les parties principales correspondantes. Supposons, pour plus de 
gen^ralite, que le point oo soit un pole, ce qui arrive si m^> n; et 
soit 

to ( it ) = M i it -t— M 2 iC 2 — j— . . . -)— M $ u s 


la partie principale relative a ce pole 

= m — n. 


Chacune de ces parties principales est reguliere partout excepte 
au pole correspondant. La difference 

(5) f(u) — <pi («) — ?*( a)—. . .— m(u) 

est done reguliere par to at a distance finie et infinie. En effet, 
au pole ala difference f(u) — <p*(a)est reguliere et les fonctions 
cp 2 , . . Tjy le sont. II en est de meme aux poles 6, . . . , L 

Al’infini, la difference f(u) — xss(u) est reguliere et les fonc- 
tions <p., , cp 2 , ... le sont aussi. Done la difference (5), reguliere 
partout, est line constante M 0 , et l’on a 

f ( It ) = Mq TO ( U ) — h "2 1 ( U ) -4- <p2 ( It ) *+* - * . j 

(6) Au) = M.+ Mj it -t- . . M. + • ■ ■ •+ ’ 

la somme 2 etant etendue a tous les poles a distance finie. 

On retrouve ainsila formule elementaire de decomposition des 
fractions rationnelles en fractions simples : elle met en evidence 
les p61es et les parties principales correspondantes, elle donne 
immediatement 1’integrale d’une fraction rationnelle. 
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On pent eerire 

^ r a 

f ( u ) = ^0 ~T~ /j 


Aoi-i 


u — a 


( u — «) a J 

la somme 3 etant etendue a tons les p61es a distance finie ct 
infinie, si l’on convient que pour un pole a rejete a l’lnfim — — 
doive etre remplace par u, ou en abrege que 

u — a — l - quand a = co. 
u 


On remarquera que Ton pent prendre arbitrairement les pailies 
principales relatives a tous les poles ; a cet egard il y a une legere 
difference pour les fonctions elliptiques. 

' 2 ° Deuxieme forme mettant en evidence les zeros el les 
infinis . ~~ La deuxieme forme qu’on peut donner a nne fraction 
rationnelle met en evidence les zeros et les infinis. II suflit pour 
cela de decomposer les polynomes P et Q, qui forment le nume- 
rateur et le denominateur de la fraction, en facteurs du premier 
degre 


(7) 


(u — ai )(u — « •>). ,.{u — 0L m ) 

(« — PO( M — P*) — ( M — j i n )’ 


ou certains facteurs peuvent etre egaux. 


3° La seconde forme deduite de la premiere . — Soil /(a) la 
fraction rationnelle consideree ayant pour zdros a,, a 2 , . . . , a /M 
et pour poles , |3 2j • • * , 


La fonction est aussi une fraction rationnelle ayant pour 

poles simples les zeros et les infinis de f{u) (n° 3), les zeros 
simples avec le residu + r et les poles simples avec le rdsidu — i . 

En mettant alors sous la premiere forme (decomposition 
en fractions simples) on a 


f'(u) = i t i i 

jt(u) u — a i u — a 2 u — a m 

__ _J i_ _ ___ i 

u pi U — (j 2 u — (3,! 
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Integrant et passant des logarithmes aux nombres, on retro uve 
[’expression ( 7 ). 

12. Remarque. — Nous venons de voir qu’une fraction ration- 
nelle n’a d’autres points singuliers que des poles a distance 
linie et infinie. La reciproque est vraie. Une fonction uniforme 
n’ ay ant d’autres singularites d distance Jinie et infinie que 
des poles est une fraction rationnelle . Nous nous bornons a 
rappeler ce theorem e dont nous n’aurons pas a nous servir. 

13. Relation algebrique entre deux fractions rationnelles . 
Tlieoreme d’addition algebrique. — Entre deux fractions ra- 
tionnelles 

# ==/(«)* y =/i('0 

a lieu une relation algebrique definissant une courbe unicursale, 
c’est-a-dire une courbe ayant le plus de points doubles possible. 

En outre, une fonction rationnelle f(u) admet un theoreme 
d’addition algebrique, c’est-a-dire que, u et v designanL deux 
valuables independantes, f(u -f- r) est une fonction algebrique de 

/(«) et /(*’)• 


III. — Fonctions trigonometriques. 

14. Objet du paragraph©. — Nous allons presenter les points 
fondamentaux de la theorie des fonctions trigonometriques, en 
suivant une voie identique a celle que nous suivrons dans le 
Ghapitre suivant pour les fonctions elliptiques. 

lo. Fonction sin u, sa definition par un produit infini. Fonctions 

cot u et ~ > leurs expressions par des series. Pdriodicite de ces 

sin - a 

fonctions. — La fonction sin u est reguliere en tous les points a 
distance finie. Elle s’annule aux points 

U = O, dZTZ , ±2TU, — 

C’est ce que met en evidence la formule suivante que nous 
supposons connue et que nous consid^rons comme servant de 
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UflArunD i . 


definition a sinw 

(*) sin “ = “II 

le produit II / etant etendu a toutes les valeurs de 1 on tier in dc 

— x a -r-Xj la valear m~ o exceptee. Grace a la presence du 

n 

facteur le produit IT est convergent quel que soil l’ordre dcs 
facteurs. Cette fonction sin u est impaire, c’est ce qu’on voit sur 
le produit (8). En effet, comme m prend toutes les valeurs dc 

— x a -f- x, on peut le changer de signe et ecrire 

sin it = wjQ ^ i -+- e m7Q ' 

Changeant ensuite u en — u on voit, en comparant a (8), quc 
sin( — it) est egal a — sin u. 

Le point cc est un point singulier essentiel de sin u : cn cflet, si 
Ton fait a = on voit que, dans une aire aussi petite qu’on le 
veut entourantle point u f = o, la fonction sin ~ admet une infinite 
de zeros u! = D’apres ce que nous avons vu (n° 7) le point 
u f =o est done un point singulier essentiel. 

Fonction cot u. — La fonction cotw se deduit de sint^, par la 
formule 

f d . . 

C °tW = iOg Sill U. 


D’apres la formule (8), on a done pour cotw la s<Srie 


cot« = — + / 1 


It \ll 7Z 7C 


U 2 7U 2 1Z 


" r (“ + ^ w) + («+ 2iz 

on, sous forme condensee, 

(9) coin = - ( — 1 , 

u Ad \ a — mit mit)’ 

la somme S' etant etendue a toutes les valeurs de rentier m 
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de — cc a + go, la valeur zero exceptee. La fonction eoU/ est 
aussi impaire. Le developpement (9) montre qu’elle a pour poles 
simples lous les points o, ±k, ±2n, le residu relatif a 
cliacun de ces poles etant 1. Par exemple, le point u = tz est un 
pole, et la difference 

1 

cot u 

U TZ 

est reguliere an point u~ re. La formule (9) met done en evidence 
les poles et les parties princi pales correspondantes de la fonction. 
Le point h = oo est un point singulier essentiel pour cot u comme 
pour si n«. 

Fonction • — La fonction 

Sill- u 

( \ id t 1 

( 10 ) —7 — - — — — -7— COt It — — - H— ^ — r 

S1I1 2 W du U 2 jmsd (ll — niTi) 1 

est paire. Elle a pour poles doubles tous les points o, ±tz, 
±2 tc, la partie principale relative au pole u — m tz est 

1 

( U /?17c) 2 

Periodicite . — Des formules precedentes on pent deduire 
facilement la periodicite des fonctions circulates. Tout d’abord 

le developpement (10) de montre immediatement que cette 

fonction ne change pas quand on ajoute tc a u, car cela ne fait 
que dep!acer les termes du second membre. 

On voitde meme que la cotangente admetla periode^j en effet, 
formant la difference col(u + tc) — cot u, on trouve 



somme qui est evidemment nulle, car les termes se detruisent 
deux a deux. 

Enfin de la relation 


cot(a -h tt) = cot w, 
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que nous venons d’etablir, on peut deduire la periodicite de la 
fonclion sin u. En efFet } on integrant les deux membies de la ic— 
lation ci-dessus, on a 

log sin (u -h -it) = log sin u -b logC, 
sin(z£ -+- ~) = G sin a, 

ou Gest une constante. Pour determiner cette constante, faisons 

u = — -s nous aurons 
2 

sin - = C sin ( — - )? 

2 V 2/ 


et comme la fonclion sin u est impaire on a 


D’ou la formule 


G = — i. 

sin(z^ + tu) = — sin u. 


Deceloppements en series cle puissances. — Pour calculcr les 
premiers termes du developpement de cot^ en serie de puissances 
dans le voisinage de u = o, on pent employer la melhode suivante 
analogue a celle qui nous servira pour les fonclions dc M. Wcicr- 
slrass. On a, pour u inferieur a nnz (envaleur absolue), 


l i u- 

U— M- ~~ 7717Z Tn* 7i- ~ 7)1*7$ 


portant cette serie dans le developpement de cot^ cl ordonnanl 
par rapport aux puissances de u , on a une sdrie de la forme 



ou l’on a pose 

les sommes ^ ,7, ■ — s > ^ ■ sont (Svidemnicnt nullcs, 

car m prend des valeurs deux a deux dgales et de signes con- 
traires. 

On peut obtemr le developpement de sinw en sdrie entidre on 
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integrant le developpement de cot&, ce qui donne 


log sin u = log A • 


- lo£ 


Si u - 
2 7T- 




sin u = A ue 


Si 

' 2 t: 2 


.9., 7/ 4 

T 7T 4 ‘ 


5-2 

, 

.9;) 7tC 

'6 ic® ' 


£3 

6 7T 6 ' 


A designant une constante d’integration. Comme tend vers i 

cjuand u tend vers o, on a A=i. Developpant alors l’exponen- 
tielle en serie, on obtient une serie entiere donnant sinw. En 
identifiant le developpement ainsi obtenu avec la serie connue 


sin u = u- 


1.2.3 


L .2. 3. 4-5 


on obtient les valeurs des sommes s i} s 2 , s lh .... On trouve ainsi 


$i = 


27T 6 



Ces sommes sont bien connues : on les trouvera par exemple 
dans le Ccilcul differ entiel de M. Bertrand, p. 4 ^i : pour verifier 
ainsi les valeurs ci-dessus, il faut se rappeler cpie 


$V = 



T 

In** 


n = co 



I 



car, dans S', m varie de, — cc a -j-oo, zero exclu. 

Exercice. — Nous ne nous arreterons pas plus longtemps a la 
theorie des fonctions sin«, cola. Sil’on voulait etablir une theorie 
complete de ces fonctions, en prenant comme seules definitions le 
produit ( 8 ) et la serie ( 9 ), on pourrait, en suivant une analyse 
d’Eisenstein {Journal de Crelle , t. 35, p. 191 ), montrer que la 
fonction /( u)= cotw, definie par la serie ( 9 ), verifie Bequation 
diflerentielle 

3 .vj . 3 Si 

f — j— f ~ —1— — O , O U. “ — I • 

J J 7T 2 71- 

En portant le developpement de colu en serie de puissances dans 
celte Equation et ecrivant qu’elle est verifiee quel que soit u, on 
aurait un autre moyen de calculer de proche en proche les 
sommes ^ v .Nous indiquons ces resultats a Litre d’exercice. 



]6. Fonctions trigonometriques en general. — On peut appeler 
d'une maniere generale fonction trigonometrique une fonction 
f(u) rationnelle en cotz/ ? car le sinus el le cosinus d un arc s ex- 
priment ralionnellement en fonction de la cotangente de Fare 
moitie que Fon peut toujours designer par u. Une fonction trigo- 
nometrique, amsi definie, est umforme; elle n a d auties points 
singulars a distance finie qne des poles; elle ne change pas quand 
on ajoute a u un multiple quelconque positif ou negald de tc . 
e'est ce que Fon exprime en disant que la fonction admet la 
periode primitive tt, ses autres periodes dz^TCj dz3TC 7 ... etant 
des multiples de la periode primitive. 

On peut mettre une fonction trigonometrique sous deux formes 
remarquables. L’une est analogue a la formule de decomposition 
des fractions rationnelles en fractions simples; Felement de cellc 
decomposition est la fonction cot(zz — a) et ses derivecs ; e’est cc 
que Fon pourra voir dans le Traite d' Analyse de M. Her- 
mite, p. 3si. L’autre forme est analogue a celle qui donne une 
fraction rationnelle sous forme du quotient de deux produits de 
facteurs lineaires; Felement qui remplace les facteurs lineaires 
est sin (u — a). Nous ne nous arreterons pas a etablir ces for- 
mules qui nous sont inutiles pour la suite. 

Relations- algebriques. — Entre deux fonctions trigonome- 
triques 

* =/(“), y 

de me me periode t:, a lieu une relation algebrique d^finissant en- 
core une courbe unicursale, car/et f K sont des fonctions ration- 
nelles de cot u. 

Theoreme d addition algebrique . — Une fonction trigono- 
metrique f(ii) admet un theoreme d’addition algebrique : f (u ~f- v) 
est une fonction algebrique def(u) et f(v). 

Remarque sur la periode des fonctions trigonometriques. — 
Les fonctions que nous venons de consider admettent la pe- 
riode ~ 1 

/(u + TU)=/(m). 

II est evident que par un changement lineaire de variable on peut 
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faire en sorte qu’elles admettent une periode quelconque 2 to, II 
suffi t de poser 


= / i( «') = /(b)=/(^-); 


on a alors 


/l(«'+2t0) = /l(f<'). 
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IT. Definition. — Nous avons dit qu’une fraction ralionnelie csl 
caracterisee par la propriete d’etre une fonction uniforme n’ayant 
d'autres singularites que des poles. 

Nous avons remarque egalement qu une fonction trigonome- 
trique (fonction rationnelle de cot it ou de sin 2 u et cos 2 u) cst une 
fonction n’ayant d’autres singularites a distance finie que dcs poles 
et admettant des periodes qui peuvent tontes etre composees 
par addition et soustraction avec une scale periode primitive tc. 
Mais ces proprietes ne caracterisent pas les fonctions trigonome- 
Iriques : elles appartiennent par exemple a <? sin2 “ qui n’est pas une 
de ces fonctions. Pour achever de caract 6 riser une fonction trigo- 
nometrique, il faudrait ajonter cette condition qu’elle possede un 
tlieoreme d’addition algebrique. 

Nous definirons d’une fa$on analogue les fonctions elliptiques 
par les proprietes suivanteSj qui les caracterisent complclcmcnt : 

On appelle fonction elliptique une fonction uniforme 
day an t, a distance finie , d’autres singularites que des poles 
et admettant des periodes qui peuvent toutes etre composees 
par addition et soustraction avec deux periodes primitives 2 to 
et 2 to'. 

La fonction admet done les deux pdriodes 2to et aco'; on dit 
qu’elle est doublement periodique, tandis que les fonctions lri,~ 
gonometriques sont s implement periodiques. Elleverifie les rela- 
tions 

l 11 ) f(u 4 - aw) = /(zt), /(k + 2w') = /(m), 

d’ou Pon conclut 

( ,2 ) /(tt4-2nuo~4-Qma)') = y > (it ) 7 

m et n d£signant des entiers positifs, negatifs ou nuls. 
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Nous admettrons que le rapport ^ est imaginaire ; s’ii etait 

reel, lafonction se reduirait a une fonction simplement periodique 
on a nne constante. G’est la un fait dont on trouvera la demonstra- 
tion dans la Note I et qne Ton peut admettre pour ne pas inter- 
rompre 1’exposition. 

Les fonctions elliptiqnes sont ainsi definies in abstractor Nous 
allons definir, par des series, les elements analytiques a 1’aide 
desquels on pent exprimer toutes les fonctions elliptiqnes. Nous 
indiquerons en meme temps leurs principales proprietes, parmi 
lesquelles nous signalerons des a present F existence d’un theoreme 
d’addition algebrique et l’existence d’une relation algebrique entre 
deux fonctions elliptiques aux m&mes periodes. 

Une premiere propriete, resultant immediatement de la defini- 
tion meme, est celle-ci : La cleriveed’une fonction elliptic/ ue est 
encore une fonction elliptique . En effet, les relations (i i) ay ant 
lieu quel que soit u donnent par differentiation 

/'(km- a 03 ) =f'(u), 

/'(«-+- W ) = /'(«)• 

La derivee f r (u) admet done les periodes aw et 20 /; elle est uni- 
forme comtne f{u) et ses seuls points singuiiers a distance finie 
sont cles poles, car si f(u) est reguliere en un point il en est de 
meme de f'(u), et si f(u) a un pole en un point il en est de 
meme de /'(&). 

18. ParaHelogramm.es des periodes. — La double p^riodicite 
peut se representer geomelriquement comme il suit. Soit u 0 une 
quantile imaginaire constante, choisie au hasard; considdrons 
dansle plan representatifles points repr^sentant les quantites 

u 0 , u 0 it 2 to , u 0 =t 2 to', u 0 ±z 2 (0 rt 2 to' 


et, en gdn&ral, 

2/?U0 -T- 2 /iw', 

ou m et n sont des entiers quelconques positifs, negatifs 011 nuls ; 
ces points forment les sommets d’un reseau de parall^logrammes 
tous <$gaux au parallelogramme P, qui a pour sommets les 


CIIAPITRE II. 


poiius , , ' 

Oo-i-aM, Mo-i-aco, k 0 2 10 ’ 

et recouvrant tout le plan. 

Si „ est un point quelconque du plan, il sc trouvc dans un do 
ces parallelogrammes, le parallelogram me P', par exempt c, le 
point u + 20 est dans un parallelogramme voisin dans lequcl .1 


Fig. r. 



occupe la meme position que u dans P'; en general, les points 

+ sont tons dans des parallelogrammes dilFerenls; 

ils occupent dans chacnn d’eux la meme place que u dans l y ; nous 
avons figure quelques-uns de ces points. On dit, pour abrdgcr, 
que ces points sont des points homologues ou congruent s du 
reseau des parallelogrammes. L’un quelconque de ces parallelo- 
grammes s’appelle parallelogramme des periodes ou paralle- 
logramme elementaire. 

Les relations (ti) expriment que la fonction f(u) reprend la 
m£me valeur en tous les points homologues. II suffit done de 
connaitre la fonction f(u) dans un des parallelogrammes, P par 
exemple, pour la connaitre dans tout le plan . 

19 . Tlieor£ine fondamental. Une fonction elliptique devient ne~ 
cessairement infinie dans un parallelogramme 6iementaire, sinon 
elle se reduit a une constante. — En effet, si une fonction ellip- 
tique etait finie, dans un parallelogramme elementaire, elle scrait 
finie, en tous les points a distance finie ou infinie, a cause de la 
double periodicite; ce serait done une constante (n° 6). 
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20. Une fonction elliptique a un nombre limite de poles dans un 
parallelogramme element air e. — Le iheoreme precedent montre 
qu’une fonction elliptique a an moins un pole dans un parallelo- 
gramme; nous voulons montrer qu’elleen a unnombre limite. En 
effet, supposons que, dans P, une fonction ffii ) ait une infinite 
de poles; divisons le parallelogramme en quatre en joignant les 


Fig. 2. 



milieux des cotes; dans un de ces quatre parallelogrammes au 
moins il j a une infinite de poles. Divisons-le encore en quatre en 
joignant les milieux des cotes; dans un des nouveaux parallelo- 
grammes au moins, il y a une infinite de poles. En continuant 
ainsi, on obtienl une suite de parallelogrammes tendant vers un 
point a du plan et contenant tous une infinite de poles. En ce 
point a la fonction n’est evidemment pas reguliere : le point a est 
done un point singulier; mais il ne peut pas etre un pole, car un 
pole est nicessairement isole et nous venons de voir que, dans une 
aire aussi petite qu’on le veut autour de a, il existe une infinite de 
poles. Ce point est done un point singulier essentiel de la fonc- 
tion, ce qui est impossible, puisqu’une fonction elliptique, par 
definition , id a d’autres points singuliers que des poles dans 
un parallelogramme. 

Le theoreme que nous venons de demontrer est d’ailleurs une 
consequence immediate de la proposition generate du n° 7. 

Ainsi, une fonction elliptique a un nombre limite de poles 
dans un parallelogramme elementaire, tout comme une fraction 
rationnelle en a un nombre limiLe dans toutle plan. 

Nous allons donner une premiere expression analytique des 
fonctions elliptiques mettanten evidence ces poles et leurs parties 
princi pales*, cette expression jouera le meme role que la formule 
de decomposition des fractions l'ationnelles en fractions simples. 
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Yoici comment on forme la fonction qui joue dans la llieoric 
des fonctions elliptiques le m£me r 6 le que la fraction simple 

— '■ — dans la theorie des fractions rationnelles. 
u — a 


21. Fonctions s', £, p, Z, H. — Nous avons rappele prccedom- 
ment le developpement en produit de sin u 

mettant en evidence les zeros : o, dz tc, ± 2tz de cetle fonclion. 

Par analogie nous allons former avec M. Weierstrass one fonc- 
tion reguliere, comme le sinus, en tous les points a distance finio 
et admettant comme zeros le point u = o et tous les points 

, fm = o, dr i, zh 2, . . .\ 


homologues de Porigine dans le r^seau des parallelogram mes. 
Posons, pour abreger, 

w = wiw 


el considerons la fonclion definie par la formule 



/ m = 0, dr r , do a. . . . , zh 00 \ 
) n = 0, do i , zh 2, . . . , dz 00 f 

! w == a /no) H- 2 mo’ [ 
w = 0 exclus ] 


dans laquelle il faut, pour former le produit infini, attribucr a 
la quantite tv toutes les valeurs eontenues dans Pexpression 
2m ts) + 2 nw r , a Pexception de la seule valeur 0 qui correspond a 
m = n — 0. 

Quand cette exception doitetre observed dans un produit infini 
on dans une somrae infinie, nous le rappelons en faisant suivre 
d’un accent lacaracteristique II ou £ du produit ou de la sornme. 
Actuellement, nous admettons la convergence du produit (i 3 ^ on 
en trouvera une demonstration dans la Note II. 

La fonclion c iu ainsi definie s’annule seulement aux points 
11 = 0 et u = w = 2mo) + 2 rux > ! ; elle ne devient jamais infinie 
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pour des valours finies de u. On voit que cette fonction a un 
/,6ro simple et un seul dans chaque parallelogramme elementaire. 
Tous ces zeros sont des points homologues du reseau de paralle- 
logrammes. 

Cette fonction d est impair e comme un sinus 
d ( — u) — — du; 


en cffet, comme m et n prennent toutes les valeurs de — co a 4-00, 
on pent, dans I’expression du produit, changer m et n de signes 
sans changer ce produit; on a done aussi 


d 




u- 

IV 2 


Mais alors, en changeant u en — u et comparant au produit (i 3), 
on voit que d( — u) = — du. 

Enfin, il resulte du produit infini que le rapport — tend vers i 
quand u tend vers z^ro. 

De meme que l’on deduit la fonction cot u de sinn, en prenant 
la derived logarithmique, nous considererons la fonction obtenue 
en prenant la derivee logarithmique de du 


04) 


= 


d logs' n 
du 


d' It 
cr u 



i 

w 


ill. 

W- J 


Nous ddsignerons pour abreger cette nouvelle fonction par 

c 1 ' 

-^(u) ou £ u . La serie qui defmit ^ u est analogue a celle qui de- 

finit cot u. Elle montre que la fonction £ u a pour poles simples 
tous les points u = o, u = a m o) 4 - a no)', avec le residu 4 - 1 . En 
elfet, la difference 

y 1 

£ U 7 ? 

u — 2 m to — a n to 


ou m et n sont des entiers determines, est reguliere au point 
u = a m to -p 2 iit oh La fonction £ a done un p61e simple de re- 
side 4- 1 dans chaque parallelogramme elementaire. II en est de 
meme de la fonction — a), ou a est une constante; cette 
fonction a comme seuls points singuliers les points u = a et 
u = a 4 - am co 4 - a no)', qui sont des poles du premier ordre de 
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residu _ i ; il y a an de ces poles et un seul dans chaque paralle- 
logramme. Ainsi u = a est un pole et Ja difference 'C(u-a) — -p~zr a 
est reguliere an point u = a. 

La fonction lu est impaire comme la cotangente; on pent le 
verifier directement ou leconclure de ce que du etant impaire, sa 

a 1 ' . 

derivee d’ u est paire et le quotient - impair. 

Pour etudier Ies proprietes de cette fonction prcnons-cn la de- 
rivee et appelons pu cette derivee cliangee de signe 

d 2 \o^du i yT T i. 1 . 

(ij) p u = "du 2 u 2 L (k — cv) a «»*]’ 

cette fonction etant la derivee d’une fonction impaire est paire : 
elle a pour poles doubles les points u = o, u = 4 - n (o' ; la 

partie principale relative a Pun de ces poles est ’ 

le residu correspondant est nul . Cette fonction pu est done 

analogue a la fonction donnee par 
° sm 2 w 1 

i _ d 2 log sin _ 1 , 'V' 1 

sin 2 w ~ du 2 ~~ u- Ad {a — miz ) 2 


La fonction p(u — a ), ou a est constant, a pour poles doubles 
les points a et a-h^mco-j- 2/uo r ; la partie principale relative a 

un de ces poles est 7 il v a un de ccs polos 

1 ( u — a — 2 in co — 'i n to ) 2 J 1 

et un seul dans chaque parallelogramme elemenlaire. 


Periodicite de pu. — La fonction pu admet les deux pd- 
riodes 2oet 2u) ; . 

En effet, si Ton forme la difference p (u + 2 to) — pip on a 


p(tt-h2CO)--pM = 


t 

( u 4 - 2 co ) 2 


-i. -j-'V L 

u 2 Ad |_( U 2 CO w ) 2 




:2(m~ i)co — 2/10/J 2 


(w — 2 m to — - v. n co')‘-f 


ou la derniere somme est etendue a toutes les valeurs de m cl n 
sans exception. Cette demise somme est £videmment nulle, car, 
en considerant les termes qui correspondent a une mfime valcur 
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de /?, on voit qu’ils se detruisenl deux a deux. On a done 

( 16 ) p(u-h 2 u) = pir, 

de meme, on trouverait 

(iG'j p(^H-2W r ) = pu. 

Effetde V addition des periodes a V argument de £ u . — In- 
tegrons ces deux dernieres relations en nous rappelant que l’inle- 

grale de v>u est — ou — Zu, nous aurons 

( £(?t-b 2 to) =C^H- 27 ), 

(*7> v/ , N . 

( £ ( ll H- 2 (0 ) = X, u -b 2 7 ) , 

ou 7] et V designent deux constantes introduites par l’integration. 
En faisant dans ces relations u = — to, puis u — — to', on a 

?(«) = £(— w) -b 27 ], 5 (co') = c(— Cl)'; -f- ar/, 

d’oii il resulte, puisque est impaire, 

(1 8 ) 7 ] = ?(co), v/ = r(co'); 

ces constantes ~r\ et r\' sont ainsi exprimees par des series con- 
vergentes. 

Notation de Jacobi et de M. Her mite* — Dans la notation de 
M. Weierstrass e’est cetle fonction — ou £ qui joue le meme role 
que l - dans la theorie des fractions rationnelles. Dans la notation 

de Jacobi, legei’ement modifiee par M. Hermite ( Crelle , t. 84), 
ce role est joue par la fonction impaire 

(19) Z(w) = C“ — itt, 

qui ne differe de ^ que par un terme lineaire en u clioisi de telle 
facon que Z(«) admette la p^riode 2 to. On a, en effet, 

Z ( U -+- 2 to ) — Z(li) = J(lH-2W) — X^U — 2 Tj = o , 

Z ( u -b 2 to) = Z(u); 

Z ( u 4 - 2 to' ) — Z ( a ) = £ ( u -b 2 w' ) — £ u — ~p~ ’ 

Z(a+aw') = Z(k) - — (v]to' — coT]'). 


puis 
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Dans la notation de M. Weierstrass les deux periodes jouent 
done un role symetrique, tandis qoe dans celle de Jacobi une des 
periodes joue un role special. 

Nous verrons plus loin que la constante 7)0/— tor/ nest pas 
nolle; elle a pour valeur zb •— ou il faut prendre le meme signe 

( 1/ 

que le signe du coefficient de i dans le rapport — • 

Pour le moment nous poserons 
(ao'i vo'~ cor/= 0. 

Alors Z (11) verifie les deux relations 

j Z( u -4- uto) = Z (u), 

i2! ^ | Z(ll -r2w') = Z(zi) — 

La fonction Z ( m ). ne differant de 'Q u que par un terme lineaire 
en u : a les memes points singuliers et les memes parlies princi- 
pals. 

Ainsi, celte fonction Z(u) a pour poles simples de residus 1 
tons les points u = 0, it = 2 nun -f- an w'; il y a un de ces p6I.es 
dans chaque parallelogramme ; ils sont tous liomologues de l’ori- 
gine u = 0 dans le reseau des parallelogrammes. 

La fonction Z(m — a) a pour poles simples de residu 4- 1 les 
points a~a et u — a-b 2mw 2 Aim', homologues du point a 
dans le reseau des parallelogrammes. Par exemple ? dans 1 c voisi- 

nage de 11 = a, on a : Z (u — ct) — — - E. egale fonction regulicrc. 

Effet de V addition des periodes ct V argument de da el 
de K(u). — Si Ton integre de nouveau les formules (17) ou 

V J It 

u = , on a 

log 0"( 14 -T- O co) = log o' O -r- 27 ) u *+» log C, 
log (f(u H- 2(i/) = log (j U H- 27 i u H- logc', 

logc et logc' designant des constantes ^integration. En passant 
des logarithmes aux nombres, il vient 

c'(«+2 to) = ce- f \ u tfu^ 

C>'(44-f-2W , ) = c' e* 1 ) 11 o' u. 
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Dans la premiere de ces formules faisons u = — co et rappelons- 
nous que, da etant impaire, on a ge* ( — <o) = — o' to. Nous trouverons 

ce~ 2 r J w = — 1 , c= — 

La seconde relation donne de meme 

c' = — e-rfu*'' 

La fonction o' verifie done les deux relations 

. ( O' ( H- 2 CO ) = e 2 Y)(M-HD) 0 ' K 

( 22 ) < 

( 3'( M -4- ?,u') = — 

On conclut de la, par l’application repetee de ces formules, la 
valeur de d(u + cun to -+- 2/uo r ) en fonction de du, m et n desi- 
gnant des entiers positifs, negatifs ou nuls. Cherchons d’abord 
1 ’expression de d(u H- ?-<*> 4 ~ 2 to'). Changeant, dans la seconde 
des formules ci-dessus, 1/ en u- j-ato et tenant compte de la 
premiere, on a 

<j ( u 4 - 2 to H- 2 to') = <5 2 C/JH-Y) 7 ) (zA-t-aj-t-coO 2 c*> r — tovi') Ut 

Mais, comrae Tof — o> m f\ f =± on a 
7 2 


( 23 ) < j ( ll -4- 2 CO -+- 2 to') = — o' li. 


On verifiera de inline que, m et n etant deux entiers quel- 
conques positifs ou negatifs, on a 

( 24 ) tf(u -+- 2 /ttto -+- 2 /lto') ~ (_ i)mnA-m+n e *(mr l -hn-r i ')(u-+-mM-\-nu') Ut 


Dans la notation de Jacobi on remplace la fonction o', dont la 
derivec logarilhmique est 'Qu, par une fonction H(&) ( hetade u ), 
('galement impaire, a^ant pour derived logarilhmique Z(w) ( zeta 


de u) 


II' 00 

II 00 


Z(u) 


o' a 
<jU 



On a done, en integrant, 

log II 00 = logoU — W 2 + logp, 


logp designant une conslanle d’ integral! on, et, par suite, 
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Pour determiner p, divisons les deux membres de la rela- 
tion (aa) par u et faisons tendre u vers zdro; “ lend vers i, 
Mliii vers la valeur H'(o) de la derivee ^ pour u= o. On a 
ainsi p — H'(o), el la formule (20) devient : 

H(«) 

7777 = e - w du. 

H (0 ) 

La fonction H(w) admet les memes zeros qne da. Elle verifie 
les deux relations 

/ H(k + 2 01) = — 11(a), 

( 26 ) 20 

( H(«. -i-2to') = — e to (//+0> } H(a), 

ou 0 designe comme plus haul la quantity 7 |g/ — c ovj'. Ges relations 
se tirent, soitdes relations que verifie o', soil, par Emigration, do 
cedes que verifie Z. 

En effet, integrant les relations (21), on a, puisquc r L(u) = 11 —!, 
log H(zi 4- 2 to) = log H (u) -+- logc, 
log H( u -1- 2 to') = log H (u) — —— u H- log c' . 

CO 

ou c et d sont des constantes. On en deduit 


H(a + 2 to ) = cH(«), 

25 

H ( it -h 2to') = c'e lt) II ( u). 

Faisant dans la premiere u=— co, on a, commc II esl impairc, 

c = — 1; de meme, faisant dans la seconde u = — c,/ ? on a 
_ 200 )' 

c'= — e " . On a bien ainsi les formules (26). 


22 . Remarque. On a des a present des exemples de fonclions 
elliptiques. Ainsi la fonction pu, qui n’a que des pdles a. distance 
finie et qui admet les deux periodes 210 et 2 a/, est une fonction 
elliptique; il en est de m&me de ses ddriv^es p 1 u, p" n, 

Les fonctions d, H, £, Z ne sont pas elliptiques, car ellcs n’ad- 
mettent pas les deux periodes 2 to et W. 

Nous alio ns montrer comment, avec les seuls elements analy- 
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tiques nouveaux qae nous venons de definir et qui se deduisent 
tous de c iu, on peut exprimer toutes les fonctions elliptiques. 


23. Cas de degenerescence. — Lorsqu’une des periodes 2 to 
ou 2 c o' devient infinie les fonctions o' et p se reduisent a des fonc- 
tions connues. Supposons, par exemple to', infini et prenons la 
fonction jd. Dans la serie qui definit pit, w est infini dans tons 
les termes ou figure to', c’est-a-dire ou n est different de zero. 
Tous ces termes sont done mils et p(u) se reduit a la fonction 


P(«> «'= =)= -+- 2 [( 


T 

u ' 1 to 2 ; 


(u — xm to ) 2 [\ni- 

la somme S' etant etendue aux valenrs positives et negatives de 

L’entier m ) zero exclu. Corame la serie ^ - 1 - est convergente et 
_2 

a pour somme y, on a 

p(tt, t*>'= cc) = — - -i- ^ 7 77* 

1 v i?.w 2 u 1 AmA (u — ±m 

Mais alors, en comparant a la formule 

i i 1 

— : — ■ — — — - -+- ^ 3 

sin - z z 2 AM {z — ntr:)- 


on a 
(•>• 7 ) 


P(«, «' = ») = - 


I 2 ID 2 4 tO 2 . . IZlt 

sin 2 — 
'2 CO 


En integrant et changeant les signes, on a 




$(»,< »'= »)= 


TJ 7Z TZll 

; U -4 COt j 

I aw 1 2 CO 2 0) 


sans ajouter de constante, car £ est impaire. 

Enfin, integrons de nouveau et passons des logarithmes aux 
n ombres ; il vient 

u 2 _ 1C 

o’ ( u, to' = oo ) = c e *'* si n — ? 
v 7 7 *2 to 


oil c est line constante d’integration. Pour la determiner, divisons 
par a cl faisons tendre u vers zero, en nous rappeLant que ^ tend 
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JO 

vers i . On a alors c — - = i et enfin 

2 O) 

2 W ■■ — ; it- . TT It 

(29) sYtf, <*>' = «)= — sm— • 


On voit ainsi que i’analogie avec les fonctions trigonometriques 
devient lidentite quand une des periodes est infmie. 

Supposons que les periodes soient infinies toutes les deux. 
Alors dans la serie p(u) tous les termes sont mils, sauf le pre- 
mier, et 1’on a 

. ?(»>=£; 


integrant et changeant les signes, on a 

C?' _ I 
j U 


On voit, d’apres cela, que la theorie que nous allons developper 
donnera, comme cas particuliers, les fonnules relatives aux fonc- 
tions trigonometriques ou aux fonctions ralionnelles, suivanl que 
Ton v supposera une periode infmie ou les deux periodes infinies. 


II. — Premiere expression des fonctions klliptiqcjus. Decomposition 

EN ELEMENTS SIMPLES. CONSEQUENCES. 

24. Cas des poles simples. — Soil f(u) une fonction ellipliquc 
ajant les poles a , b, c, . .., L dans un parallelogramme eldmen- 
taireP, ces poles etant d’abord supposes simples et les resides 
correspond ants etant A, B, . L. Alors, dans le voisinage du 
point <7, on a ° 

f(u) = ~ -h fonction reguliere, 

dans le voisinage de b 

B 

/(“)= u g + fonction reguliere, 


Formons la fonction 





GENERALITIES SUR LES FONGTIONS ELLIPTIQUES. 3l 

Cette fonction est reguliere dans le parallelogramme des pe- 
riodes P, car dans le voisinage de u — a, par exemple, on a 


done 


fin ) = h fonction reguliere, 

J v u — a * ’ 

Z ( a — a)— — - H fonction reguliere, 

u — a ® ’ 

f{u ) — A Z (u — a)= fonction reguliere, 


et, de plus, toutes les autres expressions Z ( u — b), . . . , Z [u — /) 
sont regulieres au point a . 

D’ailleurs, /( u) admettant les periodes 2 co et 2 to', on a, d’apres 
les proprietes de Z(m) (eq. 21), / 

/ $ O 4- 2 to ) = <£(«), J 

( 3o) ' As 

I * to 


D’apres ces equations, la fonction <£(w) est reguliere dans tout 
le plan a distance finie,” car elle est reguliere dans le paralleio- 
gramme P, et, dans les autres parallelogrammes, elle prend des 
valeurs qui ne different que par une constante de celles qu’elle 
prend dans P. 

Nous allons demontrer que ^(u) se reduit necessairement a une 
constante . En effet, la derivee $'(u) est reguliere dans tout le 
parallelogramme P, car la derivee d’une fonction reguliere est une 
fonction reguliere; de plus elle admet evidemment les deux pe- 
riodes 2 to et 2 to', comme on le voit en differentiant les for- 
mules (3o). 

Cette derivee ( I>'(m) est done constante, comme etant une fonc- 
tion reguliere avec deux periodes (n° 19) 


done 


4* ( it ) = Gi u 4 - Go, 


C\ et C 0 designant deux constantes. Mais, comme <&(«+ato) 
doit etre 6gal a C| doit etre nul et <E >(u) se reduit a une 

constante C 0 - Ainsi la difference appelee <&(u) est constante. On 
a done la formule 


(30 /(«)=Co + AZ(s-a)+ ]lZ(:~0 + ‘*‘ + LZ(3-/), 
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due a M. Hermite et appelee formule de decomposition en ele- 
ments simples. Cette formule est analogue a la formule de de- 
composition d une fraction rationnelle en fractions simples. 

-2o. La somme des residus d’une fonction elliptique en tous les 
poles situes dans un parallelogramme des periodes est nulle. — En 
diet, nous venons d’appeler A, B, L les residus relatifs aux 
poles situes dans un parallelogramme des periodes; nous avons 
trouve que <1 \u) est une constante : alors on a evidemmenl 
<f>(H 4 - 2 io')— $(«)== o. On a done d’apres la deuxieme for- 
mule (3o), puisque o est different de zero, 

f 3*2 ) A + B+...+ L = o. 

» Le theoreme est done demontre. 

Ainsi, tonte fonction elliptique n’ayant que des poles simples 
peut se mettre sous la forme (3i), ou les constantes A, B, . . L 
ont une somme nulle. 

Inversement toute fonction definie par une expression de la 
forme (3i),oules constantes A, B, ...,L ont une somme nulle, est 
une fonction elliptique : en effet, cette fonction n’a d’autres sin- 
gularity a distance finie que des poles simples et, d’apres les pro- 
priety de la fonction Z, on a 

% 

f ( w *t~ ‘2 to ) f ( u ) = ( A -4- B h- . . . h~ L) = o . 


26. Formule de decomposition en elements simples dans le cas 
od certains pdles sont multiples. — Nous avons, pour plus dc sim- 
plicite, suppose d’abord que la fonction elliptique considerde 
n’avait dans un parallelogramme dementaire quo des poles 
simples. Le cas ou la fonction possdderait des poles multiples 
peutdtre regarde comme un cas limite du pnkddent : il suflit do 
supposer que plusieurs des pdles simples viennent k coincider. 

Mais nous traiterons ce cas directement, par la mdme mdtliodc 
que le precedent. Nous obtiendrons ainsi l’expression la plus g&- 
nerale des fonctions elliptiques et cela encore avecle seul element 
analytique Z (u) et ses derives. 
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Soient a : b, . . ., / les poles de la fonction f{u) dans un parai- 
lelogramme elementaire et 


©i(m) = 


A 


u — a 


Ai 

(u — a )' 1 


Ao 

( a — a p 


Agn 

( « — a y 1 ’ 


B B t B ( 3— i 

« — £ O — ‘ — 


les parties principals correspondantes. La difference 

( a) = f( u ) — |a Z( u ~ a ) — Aj 7Y(u — «;4- ^ Z" (A/ — a) 4 - . . . 

4 -(— 1 k — a ) 

r . 2 . . . a — i 

P 

— BZ(«. — & ) — BiZ'(w — b)-\- — — Z" ( a — b ) -4- . . . 

, B 3 ,. t 

- 3 - (- 1 >?-» ---A Z(P-B ( u — b ) 

I . ‘2 ... 3 — I 


est encore une constante; en effet, dans le voisinage de u — a 
par exemple, on a 


Z(il — a) = 


1 

u — a 


-+- fonction reguliere, 


Z ' ( u. — a ) = — 


- 4 - fonction reguliere, 

( it — a y 1 & 


Z" ( u — a) — 


1 .1 

(11 — a p 


4- fonction reguliere, 


w — a) — ( — i )* -1 


1 . a . . . ( a ~ f ) 
( u — a ) x 


4- fonction reguliere. 


Done 


A Z (a — a) — A t Z r ( it — a) - 


A. 


Z jr ( w. - 


- & ) 4 - . . . 


(—I )*- 1 
i . 2 . . . a — 1 


Z(x— 1>( & — a) = ©1 («) 4- fonction reguliere. 


Coratne dans le voisinage de u = a, on a anssi, par hypothese, 

/(w)= <pi(tt; 4 - fonction reguliere, 

on voit que ( I> (m) est rdgidiere au point a\ il en est de inerae des 
A. et L. % 3 
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autres pules. D’ailleurs on a, d’apres les proprietes des fonctions Z, 

<f> (' ll — -2 W ) ~ 

<J> {ll - 7 - 2 (*/ ) = $ ( U ) — — ( A -h B -+- . . . ■+• L ), 
to 

car les fonctions Z'(m), Z"(m) sont doublement periodiques. On 
verra, corame plus liaut, que la fonction reguliere 4> est constante 
et que, par suite, la somme des residus A + B -j- . . . H- L est nulle. 
V expression generate d’une fonction elliptique est done 

| f( u ) = C 0 -4- 2 £aZ ( u — a) — A 1 Z '( u — a) 

‘ 33 ) i ~t“ — — ■ Z " ( 11 — - ct ) -+- . . . 

i * 2 ‘ 

I -f-(— r)*- 1 ( u — a )] , 

la somme I etant etendue a tous les poles situes dans un para! ki- 
logramme, avec la condition 

(3a) A-fB+...+ L = 0 . 

Ainsi, de me me que toute fonction rationnelle est une combinaison 
lineaire a coefficients constants de termes de la forme 

T T ][ __ 

a — a' ( u — a )' 1 ’ ‘ ’ ( 11 — « ja 5 

avec la convention que m — co = 1, toute fonction elliptique est, 

a une constante additive pres, une combinaison lineaire, a coef- 
ficients constants de termes de la forme 

Z(u a), Z'(u — a), . Z(a-i)( w — a ), 

avec la condition que la somme des residus [coefficients des termes 
tels que Z(« — a)] est nulle. 

Inversement toute fonction / ( u ), definie par une expression de 
la forme (33), ou 

A. -+- B-t- . . . + L = o, 

est une fonction elliptique, car on v^rifie immddiatemenl les re- 
lations 

/(a + ato) —/(«) = o, 

flu -t-aco’) -/(«)=- (A -t-B +... + L) ao . 
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27. Formule de decomposition en elements simples avec les 
notations de M. Weierstrasso — La formule (33) que nous venous 
d’etablir peut s’ecrire comme il suit. Nous avons pose 


Z( u) = £ u — -u. 

CO 


Done, en different ant et se reportant a la definition de pu 
comme la derivee changee de signe de ^ 

Z" ( u ) = — p' u, 

5 

= _p(a-s) M . 


Faisant ce changement de notations, on a la formule 


l /(m) = +• p(«— «) — 77 p'(“ 

(34) ' 


■a)- 


-h(-i)*-* 


A q— ) 

1.2. ..(a — 1) 


pia-2) (it — a)], 


ou D 0 designe une nouvelle constante et ou la somme S est encore 
etendue a tous les poles situes dans un meme parallelogramme 
des periodes. Les termes lineaires en u qui semblent s’introduire 

quand on remplace Z (u) par X^u — ^ u, disparaissent, car leur 

coefficient est — - ( A. -j- B L), c’est-a-dire o. 

to ^ ' 


28. He marques. — Dans ces formules de decomposition nous 
avons suppose les poles a, b, . . . , l situes dans un meme paralle- 
logramme. Cette restriction est inutile en ce sens qu’on peut 
toujours remplacer cliacun des poles par un point homologue. 
Ainsi soit 

a' = Ct H— 2 7 )Z CO -+- 2 ; 71 1 o' 


un point homologue de a, on a 
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Remplacant Z (u — a) par cette valeur, on voit que la 
reste la meme. La seule valeur de la constante Co est mo 
Lne autre remarque est celle-ci. Quand on fait ch< 
parallelogramme elemental re P de sommels 

it o, « 0 -+-2<o', M 0 H“ 2W -4- 2W', 

il pent arriver qu’il y ait des poles tels que a, par exem 
un cote et, par suite, d’autres poles tels que a -f- 2 to 7 sur 
oppose. On peut etre embarrasse pour savoir quels sont < 
ces poles qu’il faut regarder comme etantdans le parallelog 
Alors on remplacera le parallelogramme P par 1 in autre 1 

Fig. 3. 

p 


pointille, obtenu en deplaeant infiniment peu le point e 
facon a eviter qu’il j ait des poles sur les c 6 tds. La me 
marque sera utile plus loin pour le cas oiiil y aurait des z 6 
des cotes, 

29. Regie pratique pour la decomposition d’une fonctioi 
tique/(n)en elements simples. — II faut tout d’abord detci 
les poles de cette fonclion dans un parallelogramme des pO 
arbitrairement choisi d’ailleurs; soient a, b, . . I ces poii; 

II faut ensuite determiner la partie principale de /( a) r 
a chacun de ces poles. Supposons, par exemple, que le pole 
soit d’ordre a : alors le produit 

= (« — «)*/(«) 

est regulier et different de zero pour u=a. Si done on 

loppe ce produit, par la formule de Tajlor, dans le voi^ 
de u = a , 

11 ) = A *-i + A a . t (> — a) -hAa~. z (u — a) 2-k 

-t- A ( a <3) a_1 -f- ( & — a ja 

g{u) etant une serie entiere en (« - a), on a, en dgalant c 
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veloppement a ( u — it) et divisant par ( u — ci)' x , le deve- 

loppement 


f(u) 


Ag-1 , Ag. a 

(u — a)* ' ( u — Cl )*- 1 


A, 


A 


(zz — a/ 2 ‘ u — c 




cjui met en evidence la partie prineipale cherchee. On pent alors 
ecrire la formnle de decomposition, qnand on a fait ce calcul pour 
chacun des poles situes dans le parallelogramme choisi. D’apres 
une remarque que nous avons faite, on peut, dans ces calculs 
comme dans la fo ramie finale de decomposition, remplacer chacun 
des poles tels que a par un point homologue a + 2 mw -f- 2 /iu/. 

La prineipale difficulte pour la decomposition en elements 
simples est la determination des poles a, b, . . . , /, de meme que 
pour la decomposition d’une fraction rationnelle, la prineipale 
difficulte est de trouver les racines du denominateur. Nous re- 
viendrons sur ce point au n° SO. 


30. II lie peut pas exister de fonctions elliptiques ayant dans un 
parallelogramme un seul pole, si ce pole est du premier ordre. — 
En effet, si la fonction f( u) n’avait qu’un pole simple a de re- 
sidu A, la formule precedente (3i) donnant f(u) ne contiendrait 
qu’un terme AZ ( ?/ — a). Mais la somme des residus etant nulle, 
on aurait A = o et f(u) = C 0 . La fonction serait done une con- 
stante et n’aurait pas de pole. 

Mais il existe des fonctions elliptiques ayant dans un parallelo- 
gramme deux poles seulement, simples tons deux, u = ci et u — b. 
En effet, dans cette hypothese, la formule (3i) comprend deux 
termes et Ton a A B = o; la fonction f(u) est alors 

f(u)— C 0 •+• k[Z(u — a) — Z(u — bj\. 

II existe aussi des fonctions elliptiques ayant dans un parallelo- 
gramme elementaire un seul pole, pourvu qu’il soil d’ordre supe- 
rieur au premier; le residu relatif a ce pole est nul. C’est ce qui 
a lieu, par exemple, pour pu qui admet l’origine et les points 
homologues comme poles doubles de residus mils. 

D’une maniere generale, les derives et les puissances positives 
de pu sont des fonctions elliptiques ayant dans chaque parallelo- 
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gramme un seul pole homologue du point u — o; ce pole est 
d'ordre superieur a i et le residu correspondant est nnl. 

31. Exemple. Decomposition de f-u en elements simples. — La 
serie qui definit pu montre que, dans le voisinage de u = o, on a 

p» = ^- 2 -t-G(it)j 

G (u) etant une fonction reguliere au point o definie par la serie 

,36 > G( “ )= _2] 

Comme G (u) est paire et s’annule manifestement pour a — o, 
on a, en developpant cette fonction en serie de puissances dans Ic 
voisinage de u = o, 

G (it) = ^ 

' on 08 


ouj conformement aux notations de M. Weierstrass, nous appe- 
ions ~ et || les deux premiers coefficients 



Ces expressions de g 2 et s’obtiennent immediatement cn 
developpant chaque terme de la serie (35) suivant les puissances 
ascendantes de w, par la formule 

1 I 2U 3 u~ 4^ 3 5 u !i 

( U — W )' W 2 w 3 w 1 * (#>G * * ‘ *’ 

puis en ordonnant la somme par rapport aux puissances ascen- 
dantes de u . 

On a done, dans le voisinage de u= o, 


^7) 




20 


et en elevant au carre 


p 2 U=z — -+- 

uJ* 


io 14 


Considerons nn parallelogramme des periodes entourant 1c 
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point u = o; dans ce parallelogramme z/ a, comme seal pole, 
u = o* ? ce pole est d’ordre 4 et la partie principale correspon- 

danteest d’apres le developpement ci-dessus. Dans laforrmile 

de decomposition en elements simples (34) il faudrait done 
prendre un seul pole a= o, puis a = 4i A == A, = A 2 = o, 
A 3 = i . On a alors 

(38) = D 0 -4- 

D 0 designant une cons tan te. 

II est d’ailleurs aise de verifier directement cette formule. 
D’apres le developpement de pu on a, en differential, 

P'« = 
p"u = 

Done la difference 

est reguliere an point u = o, car, dans le second membre les 
termes en i disparaissent. La fonction <E>(w) est done reguliere 

dans tout le parallelogramme elementaire consider^ (contenant 
I’origine), et, comme elle admet les deux periodes 2 co et 2 of, elle 
est egale a une constante D 0 . 

La formule (38) est ainsi v^rifiee. Pour determiner la constante, 
on donnera a u une valeur particuliere. D’apres les developpe- 
ments de <p 2 et de j/, on a, dans le voisinage de u = o, 

D 0 = p 2 ii— 


u z 10 7 


zl 

10 


3*s 


*(«) = ?*“ — gP*“ 


d’ou en faisant u = o, D 0 = —• On a ainsi la formule 
(39) p2 M= 

On formera de mSme, a titre d’exercice, les expressions de 
jo 3 u, p' 1 u , ... en fonctions lineaires de p, p', p", ... par la for- 



mule de decomposition en elements simples. Ces expressions se 
tirent aussi des formules obtenues en differentiant la relation (09) 
un no mb re quelconquede fois et tenant compte de la relation que 
nous aflons etablir entre jd et p r . 


^ 32 . Relation algebrique entre pu et sa derive© p'u. — Multi- 
plions les deux membres de la relation (3g) par p' a et integrons 
par rapport a u, nous obtiendrons une formule qu’on pent ecrire 

p'2 = — £ 2 P -4- Cj 


oil C designe une constante. 

Pour determiner cette constante, on remplacera encore j>, p f 
par leurs developpements en serie donnas plus haul, : on veriliera 

que les termes en ~ disparaissent, et en faisant ensuitc a = o, on 
trouvera C = — g 3 - On a done la relation 
( 4 o ) p'* = 4 P 3 — £2 p — fo, 


algebrique en p et p r . 

Cette formule donne la derivee de la fonclion inverse de pi/. 
Faisons 

p(u) = z, 

d’011 Ton tire, en imaginant l’equation r&olue par rapport a u. 


u = argpz, 


e’est-a-dire u egale l’argument dont le p est 5. La formule (/Jo) 
donne alors 

(r u y=^-^-^ 

da 1 


La derivee de u par rapport a z est done algebrique cn g, tout 
comme la derivee de arc sinz. 

Comme 5 est infini quand u est nul, on a 


(40 


J z giz~ g % 


formule permettant de ealculer u en fonction de z. 
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33. Developpements en series de puissances de pu , fu. — 
Les cons tan tes g 2 et g z s’appellent les deux invariants. Ces 
constantes etant connues, on a, corntne il suit, les developpements 
en series de p, g 1 . 

Faisons, dans le voisinage de u — o, 

(42) p U = -L -f- * Co «2 4, Cs . . . 4- _f_ 

Les deux premiers coefficients sont 


(43) 


C-2 = 


2*. 5* 


G 3 


^3 

2*. 7 ? 


Les suivants se calculent facilement par voie recurrente en 
substituant le developpement de p dans l’equation 


P 2 u = g P 


et iden tifiant les deux membres. On trouve ainsi, pour X plus grand 
que 3, la formule recurrente 


(44) = 


( 2 X h- i ) ( X — 3 ) 


2, 


Cy C>_y 


(V = 2, 3, . . X — 2), 


qui montre que tous les coefficients sont des polynomes en g 2 et^v 
Ain si 


(45) 


- 


3-rs^3 
2 4 .5. 7 . 1 1 


Le developpement de pour de petites valeurs de u sc 
tire immediatement du precedent par une integration, puisque 
s u = — / p u du ; on a done 


(46) £«= L-f- * - 

sans ajouter de constante, car 'Qu est une fonction impaire. Les 
coefficients de ce developpement sont aussi des polynomes en g 2 

Les deux developpements de p et £ convergent dans le cercle 
ayant pour centre l’origine et ne contenant dans son interieur 
aucun point homologue de l’origine. 
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Du developpement de u on deduit celui de d puisque 


u 

3u 


= 


Integrant et passant des logarithmes aux nombres, on a 


' zz = zze 


C*U r > <* a W° 

12 ~ 30 ^ 


sans mettre de constante en facteur, car ~ tend vers 1 quand zv 

tend vers zero. II ne reste plus qu’a developper rexponentiellc cn 
serle et Ton a le developpement de du. On voit que les coeffi- 
cients de ce developpement sont anssi des polynomcs enlicrs 
en et g' 3 . Voici les premiers termes du developpement 

, , , gtIu^ f / li 

(4;) fu = u-h * rVr rVrr Tmrrz - — • • - - 

w 2 4 .3.5 ^.3.0.7 ‘i 9 .3 2 .5.7 ‘2 7 .3-.^-.7. 1 1 

On trouvera ce de'veloppement pousse jusqu’a w 35i dans les 
feuilles de M. Schwarz ( Formules et propositions pour V emploi 
des f one tions elliptic] ues). Puisque du est line function enliere 
comme sin&, reguliere dans tout ieplan, ce developpement de d u 
est convergent pour toates les valeurs de u. Ce developpement est 
commode pourle calcul des valeurs numeriques de du , d r u, d" u 
et, par suite, de £ et p qui s’expriment rationnellement a Faicl<t 
des derivees de d 



pU=z— f M = 


o'' 2 u. — o' u. o'" u 
a" 1 u 


34. Inversion dans les notations de M. Weierstrass. — D’apris 
ces proprietes, si Pon a une equation de la forme 


(48) 


u 


■ r dz 

J z \/az z — — ^3 


ou ^*2 et §*3 sont des constantes donnees, on en conclut 

„ - __ ^u—dud'u. 

z-pu — , 

z est done exprime en fonction uniforme de u, et I’on peul, a l’aide 
des senes precedents, caiculerla valeur de « correspondant u une 
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valeur de u\ mais ces series ont le defaut de ne meltre aucune pe- 
riodicite en evidence. On a ainsi une solution du probleme de 
l’inversion de Fintegrale (48)- Les constantes g 2 et g z peuvent 
avoir des valeurs quelconques, car Fequation 

p'*u = 4 p 3 u — g 2 pu—g z 

est verifiee identiquement par les developpements en serie ci- 
dessus, quels que soient g 2 et gv 

Nous verrons plus loin comment, g 2 et g% etant donnes, on 
peut calculer un couple de periodes 2 to et 2 to'. 


35. Integration cFune fonction elliptique. — Pour calculer Tin- 
tegrale 



d’une fonction elliptique f(u ), on fait comme pour les fonctions 
rationnelles : on decompose f(u) en elements simples et Ton in- 
legre terme a terme. Ainsi, dans les notations de M. Weierstrass, 
f(u) peut se mettre sous la forme ( 34 ). En integrant, on a 


/. f(u)du = 


const. Do u - 


■ 2 [- 


A log o’ (u — a) — A 1 £ ( u — a ) 
As 

T .2° 

(-I)CC-I- 


-p{u — a) 4-. 

A a -i 


[ .2. . .a - 


- p (oc ~ 3) (u 


— «)]• 


Par exemple, la formule de decomposition etablie pour p-u 
(n° 31) donne 

(49) fp 2 u du = g p' u -f- u const. 


36. Homog&n 6 it£. — Pour indiquer les valeurs des periodes ou 
des invariants, M. Weierstrass emploie les, notations suivantes 

tfu = a'( z^I c*>, to') = cs'(u; g 2 , £3), 
pu = p(u I CO, a>') = P(u; £3). 

D’apr&s le produit qui definit du, il est evident que si Ton 
multiplie to, to' et u par un m4me facteur fx, ~ ne change pas et 



CHAPITRK ii. 


i 0 'j [J-W. [JLlo') = [I S' (k| W, W )• 

Differentiant par rapport a on a 
>f) (W) = Cf'^l W. o/). 


5-2) *W) = «>')• 

r’ 

Differentiant encore par rapport a u 


p( tilt | [X0>, (jw') = — p(«|w, 0)'), 
r 


ce qu’on verifie d’ailleurs immedialement sur la stirie donnant ( p. 

D'apres les expressions de g 2 et g, par des series doubles 
(n° 31) 


^2= i-.3,5 


-8.72 


quand on remplace co et co A par po) et |W, w est remplacd par ptr 
et g 2 et g* 3 par ~ et — * On a done aussi 

[i. [J. 

i ff) = ^ s , g z ), 

(54) < x ^ 

o-3 

L’expression ^-| est nne fonction de co et o/ qui ne change pas 
£>% 

quand on multiplieo) et o>' par un memefacteur arbitraire p ; e’est 
une fonction du seul rapport des p&riodes. 

37. Cas de degen&rescence. — Quand une des p^riodes est in- 
finie, a/ par exemple, on a 


^•• 3 - 5 2’y; 

et comme on a (n° 15) 


£3=2 


2.5. 7 V 1 

' Jmd 2 6 0J° ? 


Vj __ W 1 __ 21 

jM m 4 3 2 .5 ’ 7?i 6 3 3 .: 
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il vient 


3 Vaco 2 


Done on a , dans ce cas, 


£1— *7£l = o. 


Le polynome 4^ 3 — g'^ z — gz a a ^ ors une racine double, et 
i’integrale 

/"* dz 

a — I - ■ - 

X \/4- 3 — — ^5 


pent s’exprimer par des fonc lions cireulaires, comme il etait 
prevu d’apres les formules du n° 23. En calculanl cette integrale 
elementaire, on retrouverait ainsi d’une aulre nianiere les for- 
mules du n° 23 (voyez l’exercice 1, p. 62). 

Quand les deux periodes to et to' sont infinies, on a g.>= g ;i = o 
et le polynome sous le radical a une racine triple. L’integrale 
de vient alors 

g 00 dz 

“ i 

qui donne immediatement 


III. — DEUXIEME FORME DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. DECOMPOSITION 
EN FACTEURS. CONSEQUENCES. 

38. Decomposition en facteurs. — Nous allons indiquer main- 
tenant une deuxieme forme sous laquelle on peut mettre toute 
fonction elliptique f(u) et qui est analogue a la forme d’une frac- 
tion rationnelle dont le numerateur et le denominateur seraient 
decomposes en facteurs du premier degre. 

Cette nouvelle forme resulte immediatement des theoremes pre- 
cedents appliques a la fonction ' 

Remarquons d’abord qu’une fonction elliptique a necessaire- 
ment un nombre limite de zeros dans un parallelogramme des pe- 
riodes. Car, si elle en avait une infinite, il existerait a Tinterieur 
du parallelogramme au moins un point a dans le voisinage duquel 
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il y aurait une infinite de zeros; c’est ee qu’on verrait comme on 
Pa fait an n° 20 pour les pdles. Mais cela est impossible, car, la 
fonction /(tt) n’ayant a distance finie d’autres singularity que des 
poles, ses zeros sont necessairement isoles (n° 7). 

Cela pose, soit une fonction elliptique f{u) ayant, dans un pa- 
rallelogramme des periodes, les poles ou infinis simples cti , 
a*. . a r au nombre de r et les zeros simples b t , b«, ■ ■ • , b s au 


n ombre de s. La fonction ^ est une fonction elliptique lcgu 

J\ U ) 

Here partout ou f(u) n’est ni nul ni infini. Un zero simple de f(u) 
un pole simple de residu i, et un pole simple 


est poi 


fw 


de f(u) est pour - un pole simple de residu — i (n° 3). 

On a done, d’apres la formule de decomposition en elements 


simples, 


< 55) 


f'W =z 

fin) 


( u — bi) -+- i — 6 ») -<-• • •-*- ~ &*) 

<7 cr 

t 

(u — ai) — — (it — a 2 ) — u — a r ), 

c 


ou ~ est la fonction C En outre, la somme des residus dc 
latifs a tous les poles devan t etre nulls, on a 


f[i 0 

/( w) 


re- 


5 — /• = o. 

r 

Done : Dans un parallelo gramme elementaire le nombre 
des zeros d’ une fonction elliptique est egal au nombre des in- 
finis, Ce nombre se nomine ordre de la fonction elliptique ; 
nous reviendrons plus loin sur celte definition de i’ordre. 

D’apres ce theoreme, faisons s= r dans la formule (5f>) et in- 
tegrons terme a terme, puis passons des logaritbmes auxnombrcs j 
nous aurons la formule cherchee 

(56) /( u) = ae** — U ~~ bl) b ^' ' M 

ou a est une nouvelle constame. Cette formule met en Evidence 
1 i^s zeros et les infinis def(u). 

Si la fonction /(b) a des zeros ou des p61es multiples, la mfime 
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formule s’applique; il suffit de supposer que plusieurs des points 
b^ b 2 ) . . * sont confondus en un seul, ou plusieurs des points a 
a * 7 .... 

Dans la demonstration nous avons suppose que les points 
a 2 , . . . , a r ; b K , & 2 , • • . , b r sont situes dans un m 6 me parallelo- 
gram me. En modifiant com? enablement les valeurs des con- 
stantes cetaon pent remplacer un ou plusieurs points <z v ou b v 
par des points homologues. Par exemple, considerons le point 

a\ = #! h- 

homologue de . En remplacant dans la formule (22) par 
ci y — 2 oj, on a 

<j( zt — a i) = o'(k — a\ -h 2u>) = — e2Y]Ut-a'+w) w — a*), 


et, par suite 

/(«) 

avec 


a , ^ — b x )tf(u— bz)...<f(a—b r ) 
o' ( w — ai ) o' ( — a 2 ) • - . o' ( zz; — j ? 

c' = c — 2 7 ), a' = — 


39 . Tlieoreme de Liouville. — Si Von consider e les zeros et 
les infinis d’une fonction elliptique situes dans un parallelo- 
gramme des periodes . la somme des zeros ne dijfere de la 
somme des infinis que par des multiples des periodes . 

On demontre immediatement ce theoreme en ecrivant que la 
fonction f(u) sous la forme ( 56 ) admet les deux periodes 2 to 
et 2 0 y. Comme on a 


- an- 2 to) =— e 2TQ{M-a+w) — a), 


on voit que le rapport 


f( u H— 2 co) 

~~ 7 vo 


est egal a 


g2cw-t-27)(« 1 -Hao-+'...-Ha r — A a — ...— £ r ). 


Ce rapport devant etre l’unite, on a 
(57) 2Cto + 2r J (a 1 -ha2'H-...+ «/' — &i — 62 — • • • — ■ b r ) = 2/iTct, 

. ^ , A to') 

ou est un entier. Ecrivant de meme que 1 — 7— = D on a 

J \ u ) 

( 5 y r ) 2 c to' 2 r/ (#i H- a 2 - 1 - . . . -+- — b\ — b% — . . . — b r ) = — 2 mizi. 
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Eliminant c entre ces deux Equations on a, en vertu de la rela- 
tion r, io' — (.or/ = y que nous etablirons plus loin, 

.58) a i -^a i -r-...+ a r -b l -b i -...-b r =inuo^-(X7U.o') 

ce qui demontre le theorems. 

La valeur de la eonstante c e st alors donnee par 1 one oo 1 autre 
des formules (5;) 011(07'). 

Mais on pent simplifier on pea la formule en mettant a profit 
one remarque faite plus haut. Remplacons le point ct\ par le point 
homologate 

a\ = a-i — ‘i m to — 2 n to'. 

La formule donnant f{u) prendra la forme 

/(«)= 

J — a\) a'i a — iu ) . . . — a r ) 

oil Ton a 

jf DC) ) Ct y "T* t?2“T" . . . -4- CL )- — b\ -t- b 2 *+* . . . b )>. 

Mais alors, en exprimant que f(u) admet lesperiodes a to cl a to', 
on a, par un calcul analogue a celui que nous venons dc faire, 

2 C CO = 2 N 71 i, 2 G to' = — 2 M tz l, 

M et N designant des entiers. On en conclut 

G(Mto Nto') = o. 

Le facteur Mco-bNo/ ne peut pas etre nul, car le rapport—; 

1 to 

est imaginaire et ne peut pas Stre <%al a — ~ Done 

C = o. 

On peut done toujours mettre une fonetion elliptique sous la 
forme 

( 6o ) /( u ) = A — h -i) * * . t(u — b r ) 

u ~~ a \) — ct-i). .. 3(u — a,.) 3 

avec la condition (59). On pourrait de merae remplacer d’aulres 
zeros et infinis par des points homologues : la formule rcslerait la 

meme pourvu que la somme des zeros clioisis dgale celle des in- 
finis. 
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40. Notations de Jacobi. — La formule de decomposition en 
facteurs s’ecrit comme il suit dans les notations de Jacobi. La 
fonction H de Jacobi est liee a la fonction d par la relation 

_ JL n * 

H(w)=H'(o)e so 

d’ou 

* u ~Ti'lo) e ^ w 2 n( w )- 


Remplacant alors du par cette expression dans la formule ( 60 ) et 
tenant compte de 


il vient 


Cl j — f- Cl 2 *4— r~ Cl /. — b \ — f- b o -f~ . . • -4- b p , 


(6 1) 


■n \ 4 / H ( n — b t ) H ( u — b . 2 ) . . . H ( u — b r ) 

f [ It ) — A 77 : 77 77 ? 

H( u — a l ) li^u — a-i ) . . . H( u — u r ) 


A r designant une constante. On a done, en definitive, la meme 
formule fondamentale dans les deux systemes de notations. 


41. Deux fonctions elliptiques ayant les memes zeros et les 
merries infinis ne different que par un facteur constant. — Cela 
resuite des formules precedentes ou le facteur A seul est ai'bi- 
traire, une fois les zeros et les infinis donnes. 


4 2. Ordre d’une fonction elliptique. — On appelle ordre d’une 
fonction elliptique Je nombre de poles qu’elle possede dans un 
parallelogramme elementaire, cliacun d’eux etant compte avec 
son degre de multiplicity. Ce nombre est aussi egal au nombre des 
zeros situes dans un parallelogramme (n° 38) : 

Ainsi pa est du second ordre, p r u du Lroisieme. 

La fonction elliptique f(a) etant d’ordre r, la fonction f(u) — C, 
ou G est une constante quelconque, est aussi d’ordre r, car les 
poles dcf(u) et f(u ) — G sont evidemment les memes. La fonc- 
tion f(u ) — G a done, dans un parallelogramme, r zeros quel que 
soil C. Ainsi 1’ equation 

/0)= G 

a toui ours r racines dans un parallelogramme. La valeur mi- 
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irimum qtie pnisse prendre r est 2 , car d’apres le theorem e 
da n° 30 il mexiste pas de fonction elliptique du premier ordre. 

Example. — La fonction pu est da second ordre. Dans un pa- 
rallelogramme des periodes il existe deux valeurs de u telles quo 
pu = C. L’une d'elles etantcc, l’autre esthomologue du point — a, 
carp*/ est paire. Ces deux racines sont distinctes tant que les 
deux points a et — a ne sont pas homologates, c’est-a-dire tant 
que Ton n 7 a pas 

CC = — a -b 2 7710) -T- ‘111 to', 
a = 771CO -r- 77 to', 

et C = p(mto -f- n to'). 

Si les entiers m et n sont pairs tous deux, cette valcur de C est 
infinie : effectivement, l’equation pu = co a dans chaque paralle- 
logramme une racine double. 

Si un des entiers m ou n est impair, ou si tous deux le sont, 
G est fini : on trouve ainsi, a cause de la periodicity de p, trois 
valeurs differentes de G pour lesquelles Tequation p u — G = o a, 
dans chaque parallelogram me, une racine double. Ces valeurs sont 
les suivantes : 

m impair, n pair, G = pw. 
m pair, n impair, G = jW. 
m et n impairs, G = p ( co — f— co' ) . 

La racine double de pu — G = o est, dans le premier cas, con- 
grue a to, dans le second a a/, dans le troisieme a to -j- <»/. Cos 
trois valeurs annulent la derivee p r u : les valeurs corrcspondantes 
de G sont les trois racines du poljnome 

4 - 3 — gts — 

comme nous le montrons plus loin (n° 46). 

IV. — Exemples de decomposition en facteurs et en elements simples 
Formule d’addition algebrique pour pu. Consequences. 

43. Decomposer en facteurs la fonction doublement p6riodique 

f( u ) = pu — pv, 

ob p est une constants. - Dans un paralleiogramme des periodes 
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p u admet o comme infini double. Done la fonction admet deux, 
zeros dans un parallelogramme des periodes; on volt que ce sont 
les homologues des points u = p et u = — p puisque p est paire. 
On a done 


pu — pr = A 


?( u -f- r) u — r) 


A designant une constante. 

Cette constante se determine en multipliant les deux membres 
par u - et en faisant ensuite tendre u vers zero. II vient 


i = — A s ' 2 p. 


La decomposition est done donnee par la formule 


(62) 


p u — p p = — 


O' ( It -T- p) O' ( U — P) 
O'- « . P 


44. Formule d’addition pour tz*. — Si Ton prend les derivees 
logarithmic] ues des deux membres de Fegalite precedente, par rap- 
port a u , il vient 

(63) — — = £( u h- p)4- l(u — p) — itu ; 

j) it p p ' 


puis, en echangeant zz et p, 

(64) = £(m-hp) — ?(w — pj — -2^p; 

v ^ y p a — p p 


enfin, en ajoutant membre a membre les deux egalites prece- 
dentes, 


(65) 


1 p r u — p'p 

2 pz/- — pp 


£(m -4- v)—Z s ii ~ up, 


formule que Ton obtiendrait egalement en decomposant en ele- 
ments simples les fonetions elliptiques de u qui figurent dans les 
premiers membres. La formule (65) pent etre eonsideree comme 
une formule d’addition pour la fonction X^u : seulement ce n’est 
pas une formule d’addition algebrique, car + n’est pas 
une fonclion algebrique de X^u et 


45. Formule d’addition de la fonction pu. — Si l’on differentie 
par rapport a u les deux membres de l’egalite precedente, on 



trouve 


I / p'«~ P v \. 

(66) P“ -pCw+O- 2 \ pu—pv /’ 

e ’est une formule d’addition algebrique pour pu. Eu y remplacant, 

apres la derivation, p" u par sa valeur 6p 2 u - f (<5q- 3g), on ob- 

tient p(u — p) en fonction rcitionnelle depw, pp, p'u el iP ,( ’- Si, 
ensuite,' on j remplace p'u et p'p par leurs valeurs respectivcs en 

fonction de pu et pc 

p'u = v /4p 3 «-^!P« — <fs, p'r = /4p 3 P - ^P 1 ’ — * ' »> 

on obtient p(« + r) en fonction algebrique de p« et pp. 

Autre forme de la formule d' addition. On a, on ofiTcctuunl 

la differentiation (66), 

i p’u. i (]■>'»■ — p'tQp'w . 

P« — P( M + < ’)— " p M _p„ 2 (p«.— pP ) 2 

permutant u et p on a de m6me 

i p"p , i (p'u — p'p)p'p 

P v - P( “ + ") = “ 2 ifiT=lTr + 5 njir^yT' 

Ajoulons membre a membreet reraarqnons qae 
p"u-~p"c>=6(jr 2 v — p 2 v), 


d’apres Tequation (3g), il yient 


T P « -P 


p(tt + P)= 7 4 — 

4\pa — pe 


— pu - pp, 


qui donne c) par une formule ou la symdtrie, par rapport 

aux deux lettres u et c, est en evidence. 

En differentiant par rapport a u et remplacant p rr u par 

6p-u — on ade meme une formule d’addilion pour j>'(^ h- o), 

exprimant cette fonction en fonction rationnelle dep//-, p r ft, pr, 
p'c. Une nouvelle differentiation donnera une formule d’addilion 
pour p"; etc. 


46. Decomposition de p'u en facteurs. — ,La fonction p f a a, 
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dans un parallelogramme elementaire, un pole triple qui est le 
point u = o, on an point homologue. Cette fonction est done de 
troisieme ordre. Elle a, dans un parallelogramme, trois zeros que 
nous allons determiner. Pour cela, partons des relations 

p' (u -+■ ‘1U>) = p’ ll, p'(u-\- 2 0 >') = p’ U, 

p'( U -h 2 tO -+- 2 to') = p’ U. 

Faisant dans la premiere de ces formules u = — to, on a 

p , ( & >) = < p , (— w ); 


comme d’a litre part p f est impaire, 

p'(0))=— J3'(— to), 

Done p 7 (to) == o. De rneme jy(to 7 ):=: o. 

Enfin, en faisant dans la troisieme formule u = — to — to 7 , on voit 
que p 7 (to -f- to 7 ) = o. Prenons un parallelogramme elementaire 

Fig. 4- 

2 



tres voisin de celui dont les sommets sont o, 2 to, 2 to 7 , 2 to -j- 2 to 7 
et contenanto dans son interieur. Alors, dans ce parallelogramme 
trace en traits pleins, la fonction a le pole triple o et trois zeros 
necessairement simples to, to 7 , to -j- to 7 . La somme des zeros 2 to -f- 2 to 7 
ne differe de la somme des infinis qui est o que par des multiples 
de p^riodes. 

Rempla^ons le z 6 ro to -j- to 7 par son homologue — to — to'; alors 
la somme des trois zeros to, to 7 , — to — <o 7 est egale a la somme 
des trois infinis qui est nulle et Ton a 


p 1 u = A 


c‘( H — 0))<j( U — to') (j ( U H- CO -+- to') 
O ' 3 u 


Pour determiner A, on peut multiplier les deux membres par u 9 



>1 

puis faire 


C1IAPITRK II. 


tendre u vers o. Comme dans le voisinage de o on a 

D ', i= _ - 4- fonction reguliere, 

^ lt d 

le premier membre Jevient comme A tend «ers le «- 

cond membre devient 

A ^0) jCO 1 j ( CO -h w ) 

et Ton a 

3 (u — ts>)*( U — <o f ) ^ + CO -f- to ) . 

p u=— 1 J'to' tf(o) + w') J a M 


YoicI quelques consequences des resultats precedents. Nous 
avons etabli la relation 


p 2 u = 4p 3 « — ^P 11 — «"3- 

Appelons e, , e., e 3 les racines du polynome 
alors 


( 68 ) p'* u = 4 (P m — ei ) ( p u - e 2 ) ( p m ) • 

Comme p r a s’annule pour u = to, a = o> — j— co', = co', les 

quantites e,, e 2 , e 3 sont egales a p co, p(to -h <*>'), pw', 

(69) ei = pco, e 2 =p(w- 4 - 0 )'), « 3 =pw'« 

II est evident, d’apres la formule (68) qui donne p'~u, quo le 
second membre de cette formule est le carre d’une fonction uni- 
forme : nous verifions plus loin (n° 48 ) que chacune des diffe- 
rences pu — e,, pu — e 2 , pu — e 3 est le carre d’une fonction 
uniforme. 


47 . Effet de Faddition d’une demi-periode & Fargument de ,p if. 
— Dans la formule d’addition (67) faisons v~ to, en remarquanl 
que pw —e K , p ; co = 0 et en tenant compte de Pexpression (( 58 ) 
de p/ 2 . Nous obtenons 


p(tt-h to)— 61 = 


(e t — e 3 )(et — e 3 ) 
P w — 


De meme, en faisant dans la formule d’addition v = to -4- to' on 
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v — to 7 , on trouve 

( e 2 — e{)(e % — e z ) 


p(u -4— to — f- to 7 ) — e% — 
p( it -+- to 7 ) — e 3 = 


'pu — e* 

( e% g 1 )(e 3 — e 2 ) 
P a — e 3 


48 . Expressions de pu — e\. Fonctions o 2 , cr 3 . — Dans la for- 
mule (62) etablie pins haul 


(>) S'fll {’) 

pit — pe = 2 — 


faisons = to, nous anrons 


pu — p to =- 


i(u -h to) 3 (u — to) ^ 
j " 2 it s ' 2 to J 


mais, d’apres les proprietes de la fonction o', on a 
o' ( w -t- to ) = — e 2 '0« s' (it — to), 

comme on le voit en changeant dans la premiere des formules (22 ) 
en zz: — to. On a done 


(70) 

On trouve de meme 


c^O-co) 

pu — p to = e 2 *')" -4 - . 

d o' 2 u. cr 2 to 


(70)' 


p zt. — p to 7 = e- r i' li '■ 


-(u — to 7 ) 


tf-U.G " 1 to 1 

Enfin, dans la relation (62) faisons p = to -f- to 7 ; il vient 

, c(u -+- to -h to’) cf( u — to — to 7 ) 

p u — P ( to H- to 7 ) = 2 - — 2 

* ' o'- U O' 2 ( to -i- O) ) ? 

ou d’apres la formule ( 23 ), dans laquelle on change u en u — to — to 7 , 

(71) p u — p^to -+- to 7 ) = ezty+'n )* --- v - - 

d ; tf 2 zz a' 2 (to -+- to 7 ) 

Les trois differences consid^rees sont done bien les carres de 
fonctions uniformes. M. Weierstrass emploie line notation 
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speciale pour designer ces trois fonctions. II fait 





eV l o' (u — u) 

j 

tf to 

e l W)u ^( t0 -f~ to'— u) 
^(to -H to j 

en’ u f(i o r —u) 
o' to' 


Avec ces notations, on a 


, jt'i u\~ [ vie 

7 3 ) pu-e t =( — ), pu-e,= l — 


P 16 — ' <?;} = 


O';) /A 
O' /A 


f o', I/. 0^2 u G'a Z *) 2 

P 2 “ =4 — 5*5 — 


( 74 ) 




u | ?A 7 0 ?/• -J ;{ / /• 


le signe a prendre en extrayant la racine est — , comine on Ic voi( 
en multipliant les deux membres par u* et faisant tendrc a vers 
zero. On relrouve ainsi, aux notations pres, la formula e labile 
directement dans le numero precedent pour la decomposition do 
p r u en facteurs. 


49. Toute fonction elliptique f(u) aux p^riodes 9 . to et *>. to' est une 
fonction rationnelle de pu et p’u. — Nous <5tablirons cc theoreme 
comme une consequence du theoreme d’addition el de la fonmde 
de decomposition en elements simples 

f(u) = ^o-r-^^A £( u — a) h- Aj p(aa — a) — ~ p'( m — a) — . . . 

+ (_ I)a ‘ 2 TX^b?) p‘ M ’ (' “ -■« ) j • 

la somme etantetendue a tous les poles. Tout d’abord la fonmde 
d’addition pour pt* (n° 48) montre que p(u - a ) est une fonc- 
tion rationnelle de puelp'u. En differentiant cette formulc on 
voit qu e p'(u-a) est une fonction rationnelle de pu, p' u el 
p n u; mais, comme 

p"u = 6 p-u — il, 

2 
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P f (u — a) est une fonction rationnelle de pu et p f u. On voit de 
me me, en differentiant de proclie en proche, que p u {u — «), . . . , 
p (oL ' 2) (u — a) sont des fonctions rationnelles de pu et p f u. Restent 
les termes tels que £( u — a). La formule d’addition pour la fonc- 
tion £ (n° 44) danslaquelle on remplace v par — a donne 


£(& — «) = £« — t a 


i p' u p' a * 
•2 pu — pa ’ 


on a de meme ^(u — b ), . . . , <(u — l). Si l’on porte ces valeurs 
dans la formule de decomposition en elements simples, on voit 
que, dans la somme 


( 7^ ) A. £ ( it — a ) -+- B £ ( it — b ) -f- . . . L £ ( u — l ) , 

etendue a tous les poles, le terme en <^u disparait a cause de la 
relation A-bB-h...H-L = o et la somme (^5) est une fonction 
rationnelle de pu et p 7 u. 

Le theoreme est done demontre. 


Remarque . — Comme on a 

p ' 2 U = 4 P 3 U — ffi p U — £ 3 , 

on peut, dans une expression rationnelle en p et p 7 , eliminer toutes 
lespuissances de p 7 superienres a la premiere en remplacant toutes 
les puissances paires de p 7 par des polynomes en p. On met ainsi 
toute fonction rationnelle de p et p' sous la forme 

P(P)H-p'Qfp) 

Pi(P)H“P'Qi(p/ 

oil P, Q, P 1? Qj sont des polynomes entiers en p. 

Multipliant et divisant cette expression par P 1 (p) — p f Q i (p) 
et remplagant p' 2 parsa valeur en fonction de p, on voit que toute 
fonction rationnelle de p et p r , e’est-a-dire toute fonction elliptique 
peut se mettre sous la forme 

f(ll) = H(p) H- p' Rl(p): 

R et R| etant des fonctions rationnelles. II en resulte 

f(-u)=R(p)-p'R l ( P ), 

car p' est impair. 
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En particulier, si f{u) estune fonction paire, /(— u) doit etre 
egal a f(u) et R, (p) identiquement nul. Aiors 

/(«) = R (p)- 

Si flu) est impaire, /(— u) doit etre egal a —f(u) et R(ja) 
identiquement nul. Aiors 

/0) = P' R i(P)* 

Ainsi une fonction elliptique paire esL une fonction rationnelle 
de pa; et une fonction elliptique impaire est egale a une fonction 
rationnelle de pu multipliee par p' u. 

Par exemple, p^u), p(3u), . . . , p(nu) (n entier) s’cxprimcnl 
rationnellement en fonction de pa. On a ainsi des formules ana- 
logues a celles de la multiplication des arcs en Trigonometric, quo 
le lecteur etablira sans peine par l’application repetee de la for- 
mule d’addition. 

De meme p' (nu) est egal a p’ u multiplie par une fonction ra- 
tionnelle de pu. 

50. Remarque sur 1’integration d’une fonction elliptique sup- 
posee mise sous la forme d’une fonction rationnelle de j> et p'. — 
Soit la fonction 

/O) = &(pu) + p'u'R l (pu), 

ou, comme precedemment, R et R, designent des fonction s ra- 
tionnelles de pu. On aura 

f f(u)du= f R(p it) chi -+- J p'uR^pi^du. 

La deuxieme integrale du second membre se ram&ne immddia- 
tement a l’integrale d’une fonction rationnelle, car si 1’on fail 
p u=z z elle devient 

/ Ri(-) dz; 

on sail calculer cetle integrale. Pour obtenir la premiere integrale 
du second membre, on commencera par decomposer la fonction 
rationnelle R de pu en fractions simples, en considdrant pu 
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comrae la variable 


R(p w) = c 0 -h Cipu c ± p 2 u -b. . .-+- c v p'*u 

_i_ ^ , Ai , A 5 i B 

pu — 01 ^ {pu~ r X )2 ‘ (pu — a) 3 *“" h pit — P 

Co, c , , . . . , c v , A, A 1? A 2 , . . . , B, . . . , a, [3, ... etant des con- 
stantes. L’integrale de la partie entiere en pu s’obtient aisement, 
car on sail (n° 31) exprimer p 2 u, p 3 u, . . . , p v u en fonctions li- 
neaires a coefficients constants de pu et de ses derivees p l u , 
p r/ u, . . . , de sorte que cette partie entiere s’ecrit 

Gq -+- Cj p w -H Cop^w -+- C $p' r u 

son integrate est immediatement 

Gq it C&U ~h~ Co p It -f- It — {- .... 

Les integrales des termes suivants s’obtiennent aussi en decom- 
posanl ces termes en elements simples. Pour cela on determine 
d’abord des cons tan tes or, . . . telles que 

pa — a, p6 = (3, 

Nous avons donne (n° 44, formule 64) la decomposition en ele- 
ments simples de — — — ; nous ecrirons cette formule 
1 pit — pv 


(76) = — ?-[?(« — v)- 

pa — pv p^ L 




On en conclut, en changeant v en a, 
du 


r du _ 1 r 
«/ pu — pa ~ P’a L 


, c 1 ( u — a) 
lo£ — : 7 4- 2 


- 


■ const. 


h- a) 

Differentiant ensuite la formule (76) par rapport a p et divisant 
par jdA 1 , on en tire la formule de decomposition en elements 

simples pour- - — : differentiant cette nouvelle formule par 

r 1 (pit — pv) 2 ’ r 

rapport a v on en tire de meme la decomposition en elements 

simples de 7 -> • • • et ainsi de suite. Dans ces formules on 

r (pw — pp) 3 

fera v = a et l’on en deduira immediatement les integrales 
r du r du 

J (pu — pa)-’ J (pu — pa) 3 ’ 



Iso 


CHAPITRE II. 


ol. Entre deux fonctions elliptiques f(u) et fi{u) &ux niemes 
periodes existe une relation algebrique. — En eflet, si 1 on fait 

X =/(m), Y =/i(m), 

X et Y sont, d'apres ie theoreme du n° 49 , des fonctions ration- 
nelles 

(77) X=R(p.j>')» Y = Ri(p, p'), • 

des quantiles p?/ et p'« liees par la relation 

(;B) p'* u = 4 p 3 « — ^ 2 p a — g z . 

L’elimination de p et p' entre les relations (77) el (78) donne 
evidemment une relation algebrique entre X et Y 


F(Xj Y) = 0. 


La courbe (C) definie par cette equation est, en general, du pre- 
mie/' genre. C’est ainsi que si Ton fait 

x = pu, y = p’u, 

on a entre x et y la relation 

J 2 = 4 gix — gto 

definissant une cubique ( c ) sans point double, sauf dans le cas 
de degenerescence. Les coordonnees X et Y d’un point do la 
courbe (C) sont des fonctions rationnelles des coordonnees x et y 
d’un point de la cubique ( c ). 

On peut, en general, indiquer le degre de la relation entre X 
et Y. Si f{u) est d’ordre r el f\(u) d’ordre r i: la relation 
F(X, Y) = o est de degre r, en X et de degre r en Y. 

En effet, Xetant donne, laformule 

X =/(m) 

donne, pour u ) r valeurs dans un parallel ogramme ; a chacunc de 
ces r valeurs, la formule 


Y=/i(«) 
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fait correspondre une seule valeur de Y. Done a une valeur de X 
correspondent r valeurs de Y et l’equation F(X, Y) = o est de 
degre r en Y. On voit de meme qu’elle est de degre r i en X. 

Par exemple pu est du second ordre, p r u da troisieme ; aussi 
la relation algebrique entre ces deux fonctions est du second 
degre en p r et da troisieme en p. 

52. Toute fonction elliptique /(zz)admet un theoreme d addition 
algebrique. — En effet f(u) est une fonction rationnelle de pu 
et p' u 

/(“)= p'«0- 

De meme 

/(p)=R( P p, p'p). 

Formant ensuite f(u-hv) qui est une fonction rationnelle de 
p) et p ! ( u + p), et exprimant p(u -f- p) et p 1 (u -f- p) en 
fonction de pu, jjp, p r u, p r p par les formules d’addition, on voit 
que f(u 4-p) est une fonction rationnelle de pu , pp, p r u, p r v 

fi u -T- r) = Rx (pu, pp, p'u, pV). 

D’ailleurs 

p ' 2 zz = 4 p 3 a — g*p u — 3 3 

p' 2 f = 4p 3 P — ^p P — ( g*3. 

L’elimination de pu, pp, p u, p'p entre les cinq equations pre- 
cedentes fournira une relation algebrique entre p), f(u) 

et/(c). 

La reciproque de ce theoreme est vraie en ce sens que : 

Toute fonction analj'tique uniforme transcendante qui a un 
theoreme d’addition algebrique est necessairement une fonction 
simplement on doublement periodique. Nous nous bornons a 
enoncer cette proposition, dont la demonstration nous entrainerait 
en dehors du cadre de cet Ouvrage. 
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EXERCICES SUR LE CHAPITRE II. 


1. Demontrerles formules suivantes que nous empruntons aux For males 
et propositions pour Veniploi des fonctions elliptiques , d apres les Le- 
cons de Weierstrass, redigees par M, Schwarz, traduites par M. Fade. 

Degenerescence . — Quand oj r = oo, co etant fini et different de zero, on a 






(V 


2 0} J 2 




/ j' u 

T. It Tt 

I / ~ \ 2 

7U 2 

I — 

— cot — 

0 11 1 

2 7] CO = — — 

1 3 a 

2 CO 2 CO 

3 \2C0/ 

1 () 


1 / f/TT \ 2 

• Utt) 2t0 • UT: 

19 ) \ 2(|) / Sill 


— sin 

TC 2 U) 


On le demontrera en rapprochant ies formules des n os 23 et 37. 

Formules d’addition pour pu et consequences. 


t , , >. I d /p tiqzp’v \ 

(n p(?£ n: v)= pu - — — = p v ■ 

d 2 die \ p u — p o ' r 


i ^ /p’»+,p' (>'• 


2 dp \ p « — p f 


= p „ ( 6 P 3 »-f^)CP' ; -P« )+4,p- 1 « - ftp U - : p' u 

9 (pit — ])!>)* 

= P i, + ( 6 P 2 *’ ~ ) (P " — P ) -+• 4 ,p 3 o — ,y 2 ,p r — ff : , iP ' 

a(j) a — ,pf>)* 


n f -4- _ 2 (P»P‘-’ — {^Kp « -+- J1P) — #•, q= p’ up’i' 

2 (P“ — PO 2 


_ 1 rp^ + p'oi 2 

-P“-P‘ 


(6) 1 _ 2 (P«P«* — { < r2)(p« + pp)— ^3d= p’u !)'(» 

P(u± V) 2(p Kpp -4- {- 5 - 3 ) 2 + ■i.ff-iip u -4- Jl(>) ’ 

(l) p(B+P) + p(<{ — p)= 2 ^P a P< ) — | g-i)(p«-4-p(»)— 5-3 

(p« — pp)2 


*- 2J1 — v-j log-fjD U. — p p) = 


2 p,_ii l0 ,(i,„_p ( 


( 8 ) 
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9) p(u + ,)-p(u-,) = --JPL!i^ = -» 

(p u — pp) 2 dll Ov 


log(pu-pe), 


10 ) p(zz-HP)p(zz — p) 


') 


12 ) 

>3) 

>4) 

«5) 


(pupp + ££ 2 ) 2 + #*(P U ~ l ~P t> ) 

(p U — P P ) 2 ’ 


| p'(u±p) = 

(p'O 2 

1 

p"p 1 

_(pp — p up 

2 

(pp — P“) 2 J 

1 

r (p'«) 2 

T 

P'« I 

f - 

,(p«— pp) 3 

2 

(pz< — PP) 2 J 


4[p(»)+p(p)H- P («+p)3=(£^^7=r -s- ^4- p 7 p ? r» 

\pw— pp/ L p( M •+■ p) — p(p) J 

-,p'(zz + p)— p'(p) 


P «■ — P p 
P« — PP 


p(zi-H P)— p(P) 


l pu p U 

t pP p'p 

1 p(zz-f-p) — p'(a-t-p) 


, . (p2zz-t-|^ 2 ) 2 -i- 2^ 3 pZt 1 Cl* 

p(2U)= 7 — r 1 — pit — - — lOfirp U. 

y 4p s zz — gipu — g-3 J 4 du - oJ 

Par l’integration on deduit de la derniere formule 


a 1 ' (2 it) 


( r 6 ) 


' a 
Tii 


\ p u 
2 5777' 


f( 2 ll) 


--—P «, 


G'(‘2Z4) 

f G / ( 2 ll ) = O' 4 ZZ ^ - = 23 ll) z — 3 3-U U O'" U -h 3* U 3'" U. 


2. Le determinant 


1 


A= , 


f 


p ll p' u 

pv p'v 1 

p CP p' CP 


oii zz, p, w sont trois variables independantes, a pour valeur 

C ( P — (v) C?( CP — zz) u — v) P -f- CP ) 

( j'zz a'v g'cp ) 3 

Pour le demontrer remarquons que ce determinant, considere comme 
une fonction de zz, est unefonction elliptique d’ordre 3 ayantlepole triple 
11 = 0 et les points homologues. Gette fonction a manifestement les zeros 
p et cp, car si l’on fait zz = p ou u — cp deux lignes sont identiques. Le 
troisieme zero de la fonction est done liomologue du point — (p - 4 - cp), car 
la somme des zeros ne differe de la somme des infinis, qui est nulle, que 
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par des multiples des periodes. On a done 
^ 3{u — v)tf{U— 


■«>) 


<o 3 ll 


C designant une eonstante independante de u. Pour la determiner on mul- 
tiplier par u 3 et Ton fera u — o. Le produit u? A tend alors vers n(p p — p m), 
et le second membre tend vers 


Done 


C 3w -+- w) 
p v — pw 


C = 2 


O' P O' tv O' ( P’ -f- tv ) 


Decomposant alors pp — p«> en facteurs (n° 43) on a la valour de G et 
Ton obtient la formule indiquee (*). 


3. Fonctions j\, o\, cr 3 . — Les equations 

, / jiM / r 

(0 v 'j) W — « 1= — , v/jHi-e 2 = — , — c 3 =^» 

defmissent les trois racines carrees en fonctions uniformes de Si Ton 
donne successivement a la variable u les valeurs 


tOj = CO, C0 2 = CO -r- to' = to", C0 3 == to' , 

on obtient les equations 


( 2 ) 


— o% co g'O 7 ^ o co 7 

o co o' co j' co" J 

3*1 co" e^^c'ce 7 

s' co 77 O' CO o' co" 3 

Cmco 7 _ e-'Ow'a^co" 
e'en 7 o' co o' to 7 ? 


'1 y/ej— ej = 

[ \Z*3— e[ = 


\Zei-e-i-- 


03 CO 
(j CO 


o CO O' Cij' ? 


’ — £3 = 


CT'jj Ci ) 77 _ 

o' co 77 = 


e0 7(, *>" o' (o 

o' CO o' CO " 


/ 


£3 — e 2 = 


0's co 7 
e'en 7 


eO'^'o'co 
e'en 7 o' co 77 ? 


par Iesquelles sont determines sans ambiguite les valeurs des six racines 

carrees. Dans I’hypothese que le coefficient de * dans - cst positif, on a, 
entre ces radicaux, les relations 


( 3 ) 


/e 3 — e 2 = — i /e 2 — e 3 , 
^ e 3 — e j = — i\Je 1 — e 3 , 
s/ei-e^ = — i e 2 . 


0 ) Pb/e-, pour des formules de 


ce genre, Hermite, /ow/viaZ de Oe//e, u 84. 
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Relations entre les carres des fonctions s^, s'*, sV — Les reialior 

s'; a 

jut — (?>.= — — (* = 1,2,3) 

^ " 4/ 


donnent, par Felimination depzz, les formules 


^2 


s' 1 if — s' 3 zz H- (>* — ) s' 2 a = o, 

S' 5 ZZ — S'f ZZ -r-(^3 — d 1 ! ) S 2 ZZ = O, 

s' j a — s'! zz -h ( e i — e . 2 ) s' 2 zz = o , 

■ e.j ) Sf ZZ -T- ( ( J ;i Cl) S| ZZ -b (<?1 e o ) S 2 ZZ = n. 


(0 


Differentiations des quotients de fonctions s'. — L’equation 

s'), zz S, x zz s' v zz 


p zz = — 2 


rzz Szz Szz 


donne pour les fonctions 
( 2 .) - 
les equations diilerentielles suivantes 


Szz 

Tffu ' 


?J. ZZ s'), zz 

V ZZ S ZZ 


( > .) 


du 



z/ S zz 

S',;. ZZ 

S v zz 






z/zz S'), zz 

~~ ->.zz 

-/.zz 





-J.ZZ 

S') zz 

Szz 

r/ 

- /. 

zz 

- ;j 

. ZZ 

. . =— U J M ■ 
z S v zz 


S'vZZ ’ 

du 


zz 


zz 

<r/6 decompositions en 

elements simples. 



[ 

,P ? zz _ 

- IRl _ 

S' zz 


// 


/z 

2 

pzz — C). 

s'xzz 

s'zz 


z/zz 

i o e • 

zz 

I <? v 

\p'zz 

S'f;. ZZ 



d 

i n „ 

zz 


> zz — e v ) 

~ "(J.ZZ 

_ 

- V ZZ 


du 


zz 

( n - - eji) (<?>.— 

z?v ) 

- 

zz 

z-/ 2 

- ? n o- 



P ZZ — Z'a 

Z') = 

z/zz S'). 

zz cZzz- 

r i0 S 

7 A ZZ- 



4. Soil <p(zz) une fonction elliptique du second ordre au\ periodes 2 < 
et 2 to'. Si cette fonction admet, dans un paralleJogramme des periodes, u 


seul pole double u = a avec la partie principale 



© r (zz) admet dans un parallelograminc les trois zeros cl = a : + to, 
y “ a h {“■ to — i — to c t Ion a 


sa derive 


P = a h- to 


A / dy 
4 \ du 


= [?(") — =?>*)] [?("•)— ?(P)J [?<")— ®b)J- 


A. ET L. 


££ EXERG1CES SUR LE CIIAPITRE IU 

Ces theoremes se demontrent soil en esprimant <?(»•) a l’aide de p« 
rJn.\=z A nf ZZ — + B, 


soil en remarquant que 

o(2fl-K) = ?( Z 0> 

(foil, en differentiant, 

o' (2 a — zz) = — ? ( w ) > 


relation qui montre que o'(«) s'annule pour u = ». « - « - ?> car cl, ° 

donne, par exemple, o , (a) = — ©'(a)- , 

SI s(a)a. dans un parallelogramme, deux poles simples a et b de residus 
A el — A, s'(zz) admet dans un parallelogramme quatre zeros 


et Ton a 


a -i- b 

<7 — 6 , 

ZZ-; f“ CO : 


Z7- H- 6 

ZZ> = “H ( 0 5 

“ ‘2 

zz -4- Zz , 

ZZv = f- CO -h CO , 

2 


[©(it) — '•?(«! jJlfO') — <pC"a)] 
x[»( «)—»(»»)][?(«) — 


On le demontrera en etablissant la relation 

o ( a -4- b — zz ) = cp ( zz ) 

et, par differentiation, 

o'(« ■+• b — zz) = — o\u . ). 

■). Demontrer que I’on a, quels que soient les arguments a , 6, c, r/, la 
relation 

-r- b) 3 (a — ) j(c + d) J (c — d) 

— sd'zz -- c) 3 (a — c ) z{ b -f- d) d(b — d) 

-i- 'j > ( <2 *+■ d) 3 ( ci — d ) {b c ) 3 ( b — c ) , 

designee quelquefois sous le nom d 5 equation d trois ter mes. — Elle rc- 
sulte de 1’identite 

(A - B)(C - D ) — ( A - G)(B — D)-h(A — D)(B — G) = 0 , 
ou Ton fait 

A = pa, B=pZ>, C = pc, D =pcl 
et de la formule 


? u — pv = 


<j(u -+- v) cf(zz — v) 


6. Demontrer qu’il existe une relation lineaire et homogene entre les 



ibnctions 


EXERCICES S UR LE CriAPfTRE IT. 


6 ? 


a'f u -r- a) 3( u — a), 3(u -f- b) j ( u — • b), ^(u-^c)^( ic — c). 

La fo notion 

P u — b ) u. — b ) -h 0 •?( u -j- c ) s' ( u — c ) 
s' ( it -r- a ) o' (a — a) 

est une fonction doublement periodique ayant deux poles dans un paralle- 
logramme des periodes; on peut determiner le rapport des constantes P 
et Q de facon quc le numerateur s’annule pour u = a: P et Q etant ainsi 
determines, la fonction se reduit a une constante. 

On retrouve ainsi la relation precedente. 



CHAPITRE III. 

ETUDE DES VALEURS RfiELLES DE pu LORSQUE co EST 
ET «/ PUREMENT IM AGIN AIRE. APPLICATIONS. 


51 . Dans la tlxeorie generale que nous venons d’exposcr, les 
period es 2 to et 2o>' sont des constantes imaginaircs quelconques, 
assujetties ala seule condition que leur rapport soil imaginaire. 
Un cas particulier des plus importants, qui se presente frequent- 
ment dans les applications, est le cas ou l’unc des peri odes 2<»> 
est reelle et V autre 2co' purement imaginaire, e’est-a-dire egale an 
produit de i par un nombre reel. Comrae on peut Loujours 
changer le signe des periodes, on peut prendre 2co positif, alors 2. <./ 

ctant suppose purement imaginaire, sera positif aussi, car 

nous avons fait la convention que, dans le rapport — > le coefficient 
de i est positif. 

C’est ce cas que nous allons examiner en detail, pour fain? 
ensiiite quelques applications geometriques et mecaniqucs. Pour 
que ce cas se presente, il faut et il soffit que les racincs <%, e ;5 
soient reelles. 


I. — * VALEURS REELLES DE pu QUAND to ET 


to' 

i 


SONT REELS ET I>0S1TIFS. 


52 . Les invariants g 2 et sont alors reels. — Si Ton suppose 
et ~r reels et positifs, les invariants 


(0 


?5= 22.3.5 V — , 

Ami (C 


gz = 2 2 . 5 . 7 "V “ , 

Jmd U’ ,J 


w — 2 m to - 


sont reels. En effet, a toute valeur imaginaire de w correspond 
pour (v ime valeur imaginaire conjuguee, puisqn’en changeanl le 
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signe de n on change le signe du coefficient de i. Dans chacune 
des series precedentes, les termes qui correspondent a deux valeurs 
imaginaires conjuguees de w ont une somme reelle : on en conciut 
que go et g :i sont reels. 

53 . Valeurs reelles de Fargument. — En raisonnant de merae 
pour chacune des series 


-L=y'[ 1 — , _ JLi , y — 

U- Ad |_( It iV )- IV ~\ Aad{U — IV )■> 


011 Ton suppose it reel, on reconnait que pit et p* it sont reelles 
quand [’argument it est reel. 

Les valeurs de u qui rendent la derivee nul le ou infinie sont de 
la forme 

nii co -4- n 1 to', 


et Hi etant des nombres en tiers. 

i° Lorsque u croit de o a w par valeurs reelles, p ' u varie d’une 
maniere continue et ne change pas de signe; pour it positif et tres 
petit p ' a est tres grande, en valeur absolue, et negative puisque sa 
valeur principale est 

2 

~~ u*’ 

pour it — to, p ' u s’annule. 

Done, quand u croit de o a co, la derivee est constamment ne- 
gative, et elle passe par toute valeur negative; la fonction pit 
decroit constamment depuis -f-oo jusqu’a pco-e* . Cette valeur e, 
est reelle. 

L’equation 

p'2 a — 4 p3 U — nr 2 P u _ 

montre alors que it croissant de o a w, e’est-a-dire pz/. decroissant 
de co a Ci , le polynome 4 P 3 a — gz p u — gz ne s’annule que pour 
a — co c’esl-a-dire pour p u = e, . Le polynome t\x* — goX — g* 
n’a done pas de racine reelle superieure a e, : la plus grande 
racine de ce polynome est la valeur que prend pu , quand it egale 
la demi-periode reelle. 

L’argument u variant toujours de 0 a co, p 1 it est negatif, et Ton a, 



on, en posant x = 


V \ z s — g t x — 5 

Gomme x decroit de co a quand u crott de o a to, on a, on 
integrant par rapport a u de o a co et par rapport a x de co a e, , 
par valeurs reelles, 

_ r x dx 

J e% / 4^ 3 — 

2 ° Supposons maintenant que u est rdel mais n’est plus coinpris 
entre o et to. Les egalites 

P (~ *') = P P' (— a) = — P' " 


montrent d’abord que, quand varie enlre — to et o, p m est reel 
et plus grande que p'z4 est positive et prend toutcs les valeurs 
positives. 

On peut toujours ramener un argument reel a etre coinpris 
entre — o eto, en retranchant de cet argument un multiple de la 
periode 2 to; les resultats precedents s’enoncent ainsi : 

Quand V argument u est reel La fo notion p u et su derivce p u 
sont reelles . La valeur de pu est plus grande que et le sig/ir 
de p'u est celui de (— si Von a 

mto < u < (m + i)w, 

m etant un nombre entier . 


54. Argument purement imaginaire. — Quand [’argument u est 
purement imaginaire, la fonction p u est reelle et p r u puremenl 
imaginaire. C'est ce qu’on voit immediatement en se reportanl 
aux series. En effet, si l’on fait u = zV, en supposant v reel, la 
serie pu donne 


P(«d<*>, «*>') ==— — 

v- 

__ 1 

p- 



1 

(iv -+- w ) 2 



r 

(p -h w ) 2 
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Dans cette derniere serie uv = 2iniu + 2m 1 fo/; elle definit 
done, au signe pres, la fonction p(u) construite avec les periodes 
i(x> ! et fco, ou avec les periodes — iu>' el fco, car on peut changer 
le signe d’une des periodes. On a done 

(2) p(fV|co, u')= — -f’ £t0 )‘ 

La fonction p(iVJco, to'), ou Pargument est purement imagi- 
naire, est ainsi ramenee a une autre fonction p a argument reel v, 

construite avec les periodes y et ico dont la premiere est encore 

reelle et la seconde purement imaginaire avec un coefficient de i 
positif. Done, cjuand u est purement imaginaire, p(u) est reelle. 

Cette formule (2) est un cas particulier des formules d’homoge- 
neite etablies au n° 36 : on Pobtiendrait en prenant pi = i. 

Les nouveaux invariants relatifs aux nouvelles periodes y et zco 

se deduisent des expressions (1) en y remplacant w par uv ; ils sont 
done egaux a g 2 et a — g 3 . On peut done ecrire aussi 

( 3 ) p(w; gi, gz) = — — gz)- 

Si l’on prend les derivees par rapport a v dans les relations (2) 
et ( 3 ) on a 

p'OJw, w') = ip'(v y ? iwj, 
p'(w\ g* gz) = *>'(*; ^* 2 , —£ 3 ). 

Done, quand u est purement imaginaire, p f (u) est purement 
imaginaire. 

La fonction y = p(v y 10^ =p(c^ g* 2 , — £’ ;} ) verifie Pequation 

( ^ ) = J 5 ' 3 ( O = - s*-y -+- ; 

le polynome en y qui est dans le second membre admetpour ra- 
cines — e*, — e 2 , — e 3 . D’apres ce que nous avons vu dans le 
num^ro precedent, quand v varie par valeurs reelles de 0 a la 

demi-periode r 6 elle y lanouvelle fonction p(p) d^croit constam- 

ment par valeurs reelles de 00 a ho\ qui est la plus grande 
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raeine —e :l du polvnome 4 v 3 


3 . L’on a de plus 


i n 


H 


dy 






srinaires 


Done, quand u — iv varie par valeurs purement imagir 
tie o a o)', la fonetion jr=p(zt ] to, o'), quiest dgale a— *<»), 

croit constamment par valeurs reelles de — x> a ( p(to'|«, to'), 
e'est-a-dire de — cc a la plus pelite raeine e 3 du polynome 

4.?’ 3 g».C g$. ' 

D\me facon generale, en appliquant a la fonetion p ? <0^ ot 

a sa derivee ce que nous avons vu dans le numero precedent, pour 
im argument reel, on a le resultat suivant : 

Quand V argument u est purement imag inair e , la f auc- 
tion pu est reelle etp'u est purement ima ginaire , la valeur de 

la fonetion pu est negative et to uj ours infer ieure a e 3 ; p' (it) 
a le signe de (—* i) m+1 si Von a 


CO U , CO 

m — < — < ( m 4- 1 ) — 7 

1 1 1 


m etant un nombre entiei\ 


00. Racines e u e 2 , e 3 . — Parmi les racines du polynome 
ix z — g+x — g 3 la plus grande et la plus petite sont done 

ei = p(co!co, to'), e 3 = p(co'|to, to'). 

Ces deux racines etant reelles et les invariants g 2 et g 3 etant 
reels, la troisieme raeine e 2 est reelle aussi : elle est comprise cnlrc 
les deux precedentes et a pour valeurs 

€ 2 = P ( W 4- CO' | CO , to' ). 

Aid si, en designant, comme nous l’avons fait, par e,, e 2 , e 3 les 
racines qui correspondent aux demi-p&iodes to, w -f- to', to', on a 

e i> e 2 > e 3 . 

56 . Autres valeurs de u rendant p u reelle. - Nous trouverons 
d autres valeurs de Pargument faisant prendre a la fonetion des 
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valeurs reelles ea considerant les developpements de p(« -f- o') 
cl de p(u 4 - to). 


i° Argument u-v- co', u etant reel. — D’apres la definition 
meme de p u : on a 


p ( U 4- co' ) — p to' = £ 


( ll -- UlO VO )') 2 ( 

o, ±2, = 1 = 4 , . 

I , =t *D . 5 j .... 


I 

JJ.W -T- VOJ 1 / 2 J 


Lorsque m est reel, si Ton change v en — v dans un terme ima- 
ginable de la serie, on obtient un autre terme imaginable conjnguc 
du precedent et la somme de ces deux termes est reelle. Done 
p ( u —}— co^ est reel quand u est reel. On voit, de meme, que la 
derivee 

J )' ( U -}- CO f ) = 2 

est reelle. 

Quand u croit par valeurs reelles de o a co, u 03' varie de co' 
a co — f— co^ et p ; ( u + co ; ) ne devient ni nul, ni infini, sauf pour les 
valeurs extremes qui annulent toutes deux p'( u - 4 - to'). Ainsi 
p'(^-f-co') garde un signe constant : p(z^-f-co') varie toujours 
dans le meme sens. Or, la valeur de cette fonction pour u = o 
este 3 ; pour u = co, e lie est e 2 >e 3 . Done p^-l-co') croit constam- 
ment de e ;} a e 2 . 

D : apres cela, le signe constant de la derivee est le signe +. 
Comme cette derivee part de zero pour revenir a zero et reste finie 
clle a u n maximum. 


y ! 

Azd ( u — 'jxo — v to p 


Ainsi, quand u croit de o a co, p(«-f-co / ) est reel et croit 
de e 3 a e 2 ; la derivee co') est reelle , positive et inferieure 

d un certain maximum . 


On en conclul une seconde expression de la periode reelle 2co. 
En effet, en faisant 

p(u H- to') = x, 

on a 

. dx 

du = ———== ===, 

Vt[x*— g^x — gz 


el quand u varie de o a co, x varie de e$ a e 2 par valeurs reelles; 
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74 

on a done, en 
a x de e% a e 2 , 


integrant par rapport a. u de o a to, cl par rapport 


w 



dx 

\/ [\ x z — g t x — g-,\ 


2 ° Argument it — to, t etcuit reel . — Considcrons enfin un 
argument de la forme — to + it, te tant reel. Dans la formulc 


p ( iV 1 co j to')= — p^c> 


laisons iv " — w "f - 1 1 , 


P(— “ 


tV|co, to') = — p 


-h to i 


to' 

/ 



la fonction qui est dans le second membre rentre, a un change- 
mentde notation pres, dans le cas precedent. 

Quand t varie de o a %• cette fonction varie constammenl dans 

le meme sens : il en est dememede la fonction ( p( — (0-|-/7|co, o/); 
or, cette fonction part de e K pour arriver a ; ellc decroil done 
constamment. Sa derivee prise par rapport a t, / j/( — to •+■ it | to, to') 
est negative et, comme elle part de zero pour arriver a zero, elle 
reste superieure a un certain minimum. 

A in si, quand t varie de o a j , p ( — to •+■ it) decroil de e , d eg, 

i p \ — to-f-fi) est negative et reste superieure d un certain 
minimum. 


Comme 

p ( to -l- it | to, to' ) = p ( — to -|- it | to, to'), 

le meme resultat s’appliqne aux fonctions 

p(u-h it) et /p'(to-f~ it). 

Remarque. — Nous venons de trouver des valours de a pour 
lesquelles la valeur de la fonction pa est reelle cl nous avons doji. 

reconnu que, dans le cas actuel oil les quantiles o> cl j sonl 

reelles, la fonction pa peut prendre une valeur rdollc quelconque. 
Les autres valeurs de 1’argument, pour lesquelles la fonclion 
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prend des valeurs reelles, peuvent se deduire des precedences, en 
remarquant que 1’ equation 


entraine (n° 43) 


p u — ,p v = O 
u = dz e, 


a des multiples pres des periodes. 


57. Resume. — Considerons le rectangle de sommets o, to, 
to -1- c o', to'. Quand l’argument u decrit le contour de ce rectangle 
dans le sens o, to, to+o/? co', o, la fonction pu est reelle et 
diminue constamment de -f- cc a — co : 

i° Quand u va de o au sommet to, pu est reelle et decroit de co 
a e { ; p’ u est negative. 

2 ° Quand u va de to a 03 ', pu decroit de a e 2 , p r u est pure- 
ment imaginaire positive. 

3° La variable u allant de to -h to' a to', pu decroit de e 2 a e :ir 
p f u est reelle et positive. 

4° Enfin u revenant de to' a o, pu decroit de <?,* a — cc; p’ u est 
purement imaginaire negative. 

En tout point pris dans ie rectangle pu est imaginaire. 


II. — £tude de la cubique definie par les equations x = pu . y = p ' u . 

LEMNISCATE. 


58. Gas general. — Considerons la cubique ayant pour equation 

(0 J 2 = 4# 3 — gix — gz, 

011 et g'z designent des constantes donnees quelconques. On 
demontre, en Geometrie analjtique, que l’on peut, par une pro- 
jection centrale ou perspective, ramener l’equation de toute 
courbe du troisieme ordre a cette forme. 

Construisons la fonction g 2 , gz)l nous pourrons exprimer 

les coordonnees d’un point de la courbe ( 1 ) en fonction d’un 
parametre u, en posant 

( 2 ) x = pit , y — p ' u . 

A. cbaque valeur de u repond alors un point de la courbe, car 
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les fonctions p et p' sont uniformes : ce pomL rcste le meme 
quand on ajoute a u des multiples des perxodes 2 to et :>.<o . Keci- 
proquement, a chaque point (s,y) de la courbe repond, dans on 
parallelogramme des periodes, une seule valeur dc a. En diet., .r 
riant donne seal, liquation 

* = P(* 0 

donne, pour u, deux valeurs U\ et — U\ et toutes les valours 
homologues : comme la fonctlon p r u est impaire, a cos deux 
sys terries de valeurs de u , correspondent deux valeurs do y <‘galcs 
et de signes contraires; ee sont les deux valeurs que 1 on l ire rail do 
I’ equation (i). Si Ton fait choix d’une de ces valeurs de y, il lui 
correspond done une seule valeur de u . , u \ par example, el les va- 
leurs homologues. La proposition est etablie. 

On a ainsi une representation parametrique parlaile do la 
courbe. 

39. Condition pour que trois points soient en ligne droit©. 
Soient M. 2 , M 3 les trois points oil une droitc queloonque 

y — ax — 6 = o 

coupe la courbe. Les valeurs u 2) u 3 , situees dans mi parallclo- 
gramme elementaire et correspondant a ces trois points, soul ra- 
cines de l’equation 

p' u — a p u — b = o. 

Le premier membre de cette equation est une fo notion iaII ip— 
lique d’ordre 3 : elle a, dans un parallelogramme elementaire, 
trois zeros u u 2 , u% et un infini triple homologue du point 
// = o; d’apres le tbeoreme de Liouville, on a done 

— f- ~ 0. Tl tO H— 0.11 (•/, 

n et n' etant des entiers. 

Cette condition qui est necessaire pour que les trois points 
correspondant a « 2 , u% soient en ligne droite, est suf/isa/ile. 
En effet, soient M 2 , M 3 les trois points correspondant au\ 
trois valeurs u. 2j u z . Joignons les deux premiers par une 
droite et appelons M 3 le point ou cette droite coupe la cubique 



K TIDE I)ES VALE UR S REELLES DE pit. 77 

el u.j le paramelre correspondant. Les trois points M, , M., M', 
etant en ligne droite, on a 

it i -h u-2 -h u\ — u m to H- 2 ni to . 

m el w! en tiers. En comparant a la relation (3) supposee verifiee. 
on voit que u 3 ne differe de u 2 que par des multiples des periodes ; 
done coincide avec M 3 et les trois points consideres sont en 
ligne droite. 

GO. Formule d’addition. — La relation (3) permet de retrouver 
la formule d’addition de pu. Si Fon appelle it et r les parametres 
de deux points de la courbe, le point en ligne droite avec les 
deux premiers correspond a la valeur — (it-j-r) du paramelre. 

D’apres cela, les abscisses des trois points d’ intersection de la 
cubique avec une droite peuvent etre representees par 

pc. pu, p(u-hc); 

el les ordonnees par 

j>'r, jj' It. J)'(n -f- c ). 

L' equation aux x des points d’intersection esl 

F ( X ) :™ 4 X — £T :i — [ax -r~ by 1 — o . 


On voit d’abord que la somme des racines est ce qui donne 
la relation 


P a h- p c -h ,])( tt - \- v) = 


a- 



a laquelle il faul joindrq rune des suivantes 

_ p r It — p r V ___ — p'(tt -+- C ) — p' C _ — p' (//+(') — p r u 

pu — pv ~ P(u H- V) — pv ~~ P(tc-+- c) - pu 

oblenues en determinant le coefficient angulaire de la droite an 
mo yen des coordonnees de deux de ses points. 

En eliminant a on trouve le theoreme d’addition 


. i (p u — p c\- 

P u -b pv -h p(u -f- C) = 7 ( - . 

\pu — pc / 

On pent deduire de la meme equation F(^) = o une autre 
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formule d’addition dormant une expression da produit 
(pw-pp)[p(M + p) — pv], 
qui est ires souvent utile. Posons 

Xi = =pu, x 3 = p(u-hv); 

nous aurons 1’identite 

-U 3 — — £3 — ( ax + b f s= 4 (x — xi ) ( .r — .r« ) ( .r — x ;) > 

Prenons les derivees des deux membres puis faisons x= ,r f , 
nous trouverons 

V 2 x\ — g,— 2a(aXi-h b) = 4 (\r 2 — .r, )(# 3 — ■ a?] ), 

ou, en introduisant les valeurs de lafonction p et se rappclanl epic 
j,V = f> iP '*p--i 

— pp)[j3(a-HP) — P«»] = j>V— 

p'//. — p'r 

« — - 

p w — pt> 

En particulier, si a — o, on a I’egalile 

p"p = (j'j — n). 

qui donne une interpretation geometrique de la secondc derivee o" e 
et permet de trouver son signe quand elle est reelle. 

Addition d une demi-penode. — Ces considerations donnent 
une signification geometrique simple aux tommies d’addilion 
d’une demi-periode etablies dans le n° 47. On les obtienl en con- 
pant la courbe par une secante passant par un des points ou elle 
rencontre l’axe Ox. Ces points A„ A 2 , A, out pour coordonndes 
y — o avec 

x = e u x=c i , x — e :( . 

Us correspondent aux valeurs to, u + *>', «' de l’argumcnl it. 
bi done on coupe par une sdcante joignant le point 

AiC Y =« , x = a ) 

correspondant a la valeur to du paramelre a un point M' dc la 
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courbe correspondant a la valeur u du parametre, cette secanle 
coupe la courbe en un troisieme point M" correspondant a une 
valeur u" telle que 

CO -h U -+- u" — 2 It CO -T- 2 Il'tsi', 

et, en n^gligeant des multiples de periodes, on peut prendre 
u"= — (u 4- to). Ainsi les abscisses des points M ; et M /; sont 

x = pit, x" = p ( u h- CO ). 

D’autre part, en coupantla courbe 

7 2 =4(^ — — e{)(x — e 3 ) 

par une secante issue du point A l 

y = m(x — <?j), 

on a, pour determiner les abscisses d' et x\ l’equation 
m-(x — Ci ) = 4 (x — e 2 )(^ — e ;i ). 

Si dans cette equation on considered — e K comnie l’inconnue, 
le produit des racines (x — Ci)(x ,r — e { ) a pour valeur 

(#'— )( x — 6*i ; = (ei — e 2 )(>i — <? 3 ). 

On a done, d’apres les valeurs de x r et x u , 

[p M — d|][p(Zl4- to) — *l] = Ol— «2)0.i — e 3 ), 

ce qui est une des formules etablies dans le n°47. On obtiendrait 
de meme les deux autres en coupant par une secanle passant par 
Tun des points A 2 on A 3 . 


61. Tangentes menees d’un point de la courbe. — Menons ]a 
tangente a la courbe au point dont le parametre est u , cette tan- 
gente rencontre encore la courbe en un point; soit v le parametre 
de ce point. On a, d’apres la condition qui exprime que trois 
points sont en ligne droite, 


On en deduit 


P -h 2 U — 2 n to -T- 2 Jl’to'. 


P 2 n CO 4- 2 tl' o/ 
ll — — — I — — 


2 


2 
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fornmle d’addilion dormant une expression du produit 
(pa — pp)[p(in-«0 — pp], 
qui est Ires souvent utile. Posons 

Xi = pp, af 2 = pK } #3 = P( u-h<>); 
nous anrons Pidentite 

4 ■2'* 3 — — ^3 — ( « * -+- h f ss 4 ( j? — a?i ) ( x — ;r 2 )(./* — ;r s > 

Prenons les derivees des deux membres puis faisons .z = ./•,, 
nous trouverons 

vix\ — g,~ 2 a(ax 1 Hrb) = 4 (x,— — a?j), 

ou ? en introduisant les valeurs de lafonction j) et se rappclanl quo 
p 7 r = d (P '-r ^ £ 2 ? 

* ( P “ ~ ? p ) [ p ( w -H r ) — p v j = j >" v — a ,j >' p, 
p ; w 

« = - 2 

pil — pp 

Ea parliculier, si a = o, on a I’dgalite 

p"p = (xj— .rOCxj-n), 

qui donne une interpretation geomdrique dcla secondc derivec >/'r 
et permet de trouver son signe quand clic est reelle. 

Addition d’ une de mi-pi node. — Ces considerations donncnt 
une signification geometriqne simple aux formulcs d’addilion 
d’une demi-periode etablies dans le n" 47. On les obticnt cn con- 
pant la courbe par une s6cante passant par un des points ou die 
rencontre l’axe Ox. Ces points A,, A a> A, ont pour coordonnccs 
J=o avec 

£ ~ 6\, X — 6-2, X = C \\ . 

11s correspondent aux valeurs to, to + to', to' de 1’argumcnl u. 
bi done on coupe par une secanle joignant le point 

A i(/ =o , x = e t ) 

conespondant a la valeur to du paramelre a un point M' dc la 
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courbe correspondant a la valeur u du parametre, cette secante 
coupe la courbe en un troisieme point M" coiTespondant a une 
valeur u n telle que 

co — j ic — r~ u" — : i n oj -i- *2 ?i' co', 

et, en negligeant des multiples de periodes, on peut prendre 
i/ ,r = — (w -+* to). Ainsi les abscisses des points M' et M" sont 

x r = p u y x" = p ( u -r~ to ). 

D’a litre part, en coupantla courbe 

j*= 4(jr — e L )(x — e 2 )(x — e 3 ) 

par une secante issue du point A, 

y = — 

on a, pour determiner les abscisses od et d", Pequation 
ni-\ x — <?! ) = 4 (x — e 2 )(x — e ;i ). 

Si dans cette equation on considered — e x comme l’inconnne, 
le produit des racines (x — Ci)(x rr — e x ) a pour valeur 

O' — )(x" — e x ) = (ei—etyid—es). 

On a done, d’apres les valeurs de x f et x ” , 

[p ii-eillpiu-h co) — *i] = (e { — e 2 )(e 1 — e 3 ), 

ce qui est une des formules etablies dans le n°47. On obtiendrait 
de meme les deux autres en coupant par une secante passant par 
Pun des points A 2 on A 3 . 

61. Tangentes menees d’un point de la courbe. — Menons la 
tangente a la courbe au point dont le parametre est u, cette tan- 
gent e rencontre encore la courbe en un point; soit v le parametre 
de ce point. On a, d’apres la condition qui exprime que trois 
points sont en ligne clroite, 

v -+- 2 u = 2 n co -f- .>, n r uS. 

On en deduit 
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Dans cette formule, on peat donner a n el n' toutes les valours 
entiores; mais deux valeurs de u qui different par des multiples 
de 2w et aw' donnent Ie meme point de la courbe ; il suffit done 
de donner a n et n' les valeurs o et i associees de toutes les ma- 
nieres possibles. On a ainsi les quatre valeurs de u 

v v c , r 

•> — - — i — to . -f- 0) , f- Co -f- Co . 

2 2 2 2 

Done, par un point pris sur la courbe, on peut (ui mcncr, en 
general, quatre tangentes distinctes de la tan genic au point con- 
si dere. 

Points cV inflexion. — Comme autre application, chcrchons 
les points d'inflexion. Si u est le parametre d’un point d’inflexion, 
la langente d'inflexion coupe la courbe en trois poinls con- 
fond us avec celui-la; il faudra done faire dans (i), a des mul- 
tiples pres des periodes, 

u i = m 2 = u 3 = u ; 

d'oii 

_ 2 n co -+- %n' to' 

1 3 

Dans cette formule, on peal donner a n et n ioul.es Ics valours 
en litres ; mais deux valeurs de u qui different par des multiples 
de 2io el 2 c/ donnent le meme point d’inflexion. II suffil done <lr 
donner an et ft' les valeurs o, i el a associees de toutes les ma- 
nures possibles. On trouve ainsi *ew/ points d’inflexion dont les 
parametres sont donnes par le Tableau suivant, oil designe 

la valeurde u correspondant a un cboix determine des enlie.ts n 
et n’ : 


« M = 

0 . 

2 CO 

“°’ 1 = 

" 0,2 = 

4 to' 

T> ? 

J 

«i,0== 

2 CO 

0 

2 W -4- 2 to' 
«M- 3 > 

It 1,4 — 

2 to ~h [ (,/ 

3 

IU, 0 — 

4 CD 

0 

4 CO -4- 2 (0 ' 

“ ! ’ ,= 3 — » 

If 2 , 2 = 

4 (| ) i co' 


Ces points sont trois a trois en ligne droite; la droite, qui join, 
deux quelconques d’entre eux, passe par on troisieme; on a , par 



exemple, 

If 0,0 ” ^1,1 i Wo, 2 — 2 CO -f~ 1 CO ' . 

Le premier point w 0 , 0 est rejete a Finfini dans la direction 
de Oy. 

62. Condition pour que 3 n points de la cubique soient sur une 
courbe d’ordre n. — Gherchons d’abord la condition pour que six 
points de la cubique soient sur une conique. 

Si Fon coupe la cubique par une conique 

V .r 2 -+- ‘i B .ry -f- C y - -h 2 Dx -h •> Ey P — o, 

Fequation qui determine les parametres des points d’interseclion 
s’obtiendra en remplacant x et y par pu el par p u. Le premier 
membre de cette equation est une fonction doublement periodiqne 
qui, dans un parallelogramme elementaire comprenant Forigine, 
admet zero comme pole d’ordre 6 et n’admet pas d’autre pole; 
Fequation admet done six racines (n oS 38et39) et la somme de ces 
racines est nulle, a des multiples pres des periodes. 

Ainsi la condition necessaire pour que six points de la cubique 
soient sur une conique est que les parametres de ces six points ve- 
rifienl Fegalile 

if l -T- iii-h ff-.i -T- if V -f- if : j H- (if, = •>. n to + (o'. 

La condition est suffisante car si elle est remplie, la conique, 
passant par les cinq premiers points, coupe la cubique en un 
sixieme point dont le parametre u r Q doit etre congruent a u G . 

On obtiendrait, de meme, la condition pour que 3/? points de 
la cubique soient sur une courbe d’ordre n. Cette condition est 

if l ~t~ -f~ . • • -r- If ’in — <>. 

Par exemple, une autre cubique coupe la cubique donnee en 
ncuf points qui doivent etre assujettis a une condition, puisque, 
par neuf points donnes, il no passe, en general, qidune seule 
cubique. Le tlieoreme precedent exprime cette condition de la 
fa con la plus simple. 

Ce tlieoreme a de tres nombreuses applications geometriques, 
nous en donnerons seulement quelques exemples. 

A. et L. 


6 
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Applications. — i° Lorsque six des neufs points d inlerseclion 
dc deux cubiques appartiennent a une meme comquc les ti-ois 

a litres points sont en ligne droite. 

En effet, soient Ui, u 2 , . » . , ih l es parametres des neu( points 
suivant lesquels la cubique donnee est coupec par unc autre 
cubique, on a la condition 

u \- t - ^ 2 -+- . . .-+• zzc-f-. • •■4” 

oil, comme dans tout ce qui suit, le signe = indique quo L’og-aliu* a 
lieu a cles multiples de periodes pres. Supposons quo les six 
premiers points appartiennent a une metne coniqne, on aura cette 
autre condition 

ll\ -f* U-2 W(j S3 0, 

ot Ton deduit de ces deux conditions l’egalile 


Ul-h lh~h U 9 ^ 0 , 

qui exprime bien queles trois derniers points sont en ligne droile. 
Le theorem e est done demontre. 

2 ° Si Ton considere une coniqne variable passant par qua! re 
points fixes pris sur une cubique, la droite qui joint les deux 
points d’intersection mobiles passe par un point fixe dc la cubique. 

Soient Ui , u*, zz 3 , u !n u 6l u 0 les param^tres des six points d’in- 
tersection, les quatre premiers se rapportant aux points fixes. 
Posons 

z/i-f- m 2 h- uu = r ; 

v est ime constante. La relation qui exprime que les six points 
eonsideres de la cubique sont sur une coniqne devient 

P “4“ ZZqj -1- ZZq ~ O J 

elle exprime que les points dont les paramelres sont ct v 

sont en ligne droite. Comme e est le parametre d’un point fixe, la 
proposition se trouve demontree. 

Courbes de contact. — Les applications suivantes sont relatives 
a des courbes de contact, e’est-a-dire a des courbes qui ont avee la 
cubique plusieurs points d’intersection confondus. 

3° Considerons d’abord des coniques trois fois tangentes a la 
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cubique; si l’on designe les parametres des points de contact par 
zz,, z/o, zz 3 on doit avoir 


oil bien 


2 LCi 4~ 2 U-2 -f- 2 ZZ 3 = 2 /i CO 4~ 2 tt' to' . 
zz t -f- zzo-f- u.i = yzw /z'co'; 


il suffit de donner a chacun des nombres en tiers n et /z'les valeurs 
de o et i . 

Si l’on prend 

n — o, /i = o, 

I’egalite exprime que les trois points sont en ligne droite. C’est 
le cas ou la conique se reduit a une droite double ; ecartons ce cas ; 
il reste trois families de coniques correspondant aux relations 


U[ -h U z ^ CO, 

U { 4- lly-^r- U :] Ci/. 

U i 4- lt> 4- l( : j CO 4- Co'. 


On pent done choisir arbilrairement deux des points de contact 
pour chaque conique d’une famille. Prenons une conique, de la 
premiere famille par exemple; si Ton fait passer une conique par 
les trois points de contact u { , u 2 , zz 3 , elle rencontrera encore la 
cubique en trois points zz' u u 2 , ?z'. { et Ton aura 

ll { 4- lU-\~ u\ 4- tf '.j, 4~ ll-ii = 2 /l CO 4- 2 ft* (x)' . 


De cette relation et de la condition deja verifiee par zz, , zz 2 , zz 3 
on deduit 

U\ 4“ ll'> 4" ZZj. r— (0, 


et Ton voit que les trois nouveaux points sont aussi les points de 
contact d ; une conique trois fois tangenteala cubique appartenant 
a la meme famille. 

4° Cberchons encore les points de la cubique oil la conique oscu- 
la trice a un contact du cinq ui erne ordre, ou, ce qui revient au 
meme, les coniques qui rencontrent la cubique en six points con- 
fond us. 

On doit avoir pour le parametre du point de contact 


6 U = 2 II CO 4- 2/i'co', 



ou men 


n n . , 

a — -- 2 Oi -7- — (t) . 
b b 

Chacun des nombres entiers n et 11 peut prendre Louies les va- 
leurs de o a 5, ce qui donne 6- = 36 points. 

On trouve parmi ces points les neuf points d’inflexion qu’on 
obtient en considerant les tangentesdfinflexion comme des droiles 
doubles, puis 

6 2 — 3 ' 2 = 27 

points de conlact de veritables coniques surosculalrices. Ccs 
points sont six par six sur des coniques. 


63. Cas particuHer ou to et y sont reels. Forme de la courbe. 
Nature de Fargument donnant des points reels. — Nous a I Ions 
maintenant examiner le cas particular ou to el y sont reels, tie 

facon a avoir une representation geomelrique cles resullals du 
paragraplie precedent. Dans ce cas, la courbe a pour equation 

r 2 = 4* 3 — = i (x — )(* - <>.>)( x - e :l ), 

oil e { , e 2 , e-i sont reels el ranges par ordre de grandeur de- 
croissante. Pour que jp soil reel il faut que x soil compris cntre 
et e± ou plus grand que e { . On voit immedialement que la courbe 
eslformee d’une ovale A 3 A 2 et d’une brancbe infinie A, de nature 
parabolique, surlaquelle la tangente tend a devenir parallele a O v 
(/.?• 5 )- 

Cherchons quelles valeurs il faut donner a u pour obtcnir les 
point reels de la courbe. D’abord, pour obtenir les points de la 
brancbe infinie, il faut donner a u des valeurs faisant varier x de 
a +co, c’est-a-dire des valeurs reelles. Puis, pour obtcnir les 
points de 1 ovale, il faut donner a u des valeurs faisant varier x 
de e 3 a e 2 , c’est-a-dire des valeurs de la forme a 4- of, u elan l reel. 

On peut facilement suivre sur la courbe la marclie du point 
(x : y) quand fargument prend ces deux systemes de valeurs. 

Supposons d’abord u reel; il suffil, a cause de la periodicite, de 
le faire varier de — to a 4- to, en remarquant que des valeurs do a 



85 


ETUDE DES VALEURS REELLES DE pU. 

egales et de signes contraires donnent des points de la courbe sj- 
metriques par rapport a Ox. Quand u croit de o a to, x decroit 
de -+* co a C \ , y croit de — co a o : on a done la branche infinie de 
courbe situee au-dessous de Ox et Tenant aboutir au point A 1 
dont les coordonnees sont e K et o. Au point A { la tangente est pa- 
rallel a O y puisque ^ — p' u s’annule pour u ~ co et que ne 



s’annule pas pour cette valeur. Quand u varie de o a — to, on ob- 
tient la branche de courbe symetrique de la precedente par 
rapport a Ox. Nous avons ainsi construit la partie de la courbe 
donnee par des valeurs reelles de l’argument. 

Supposons maintenant l’argument de la forme u + io r et faisons 
varier u , par valeurs reelles, de o a co ; x croit de e 3 a e 2 ; y est 
positif, varie d’une maniere continue et part de zero pour revenir 
a zero. On a done la branche de courbe situee au-dessus de O^r 
et allant du point A 3 (e 3 ,o) au point A 2 (e 2 ,o); les tangentes 
en A 3 et A 2 sont paralleles a 0 y. L’argument etant toujours de 
la forme u-\- to', en faisant varier w|Dar valeurs reelles de o a — to, 
on obtient le deuxieme arc de l’ovale sjmetrique du premier par 
rapport k Ox. Nous avons ainsi construit la partie de la courbe 
(ovale) correspondant aux valeurs de la forme u 4- cd', u reel. 
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Tcingentes parallels a Ox. Signe cle p ff u. — Comme on a 
y — jV jf ] les valeurs de u correspondant aux points on la langentc 

estparallele aOcT sont racines de Pequation ^ =o on p r/ u=o. La 

fonctionj/w, quiestpaireetd’ordre/j, a,dans im parallelograinme, 
quatre zeros deux a deux egaux et de signes contraires. II y a done; 
sur la conrbe quatre points ou la tan gen te est parallelc a O x . 
Deux points, les points B* et Bo, sonl seuls reels : cn edcL les 

, 1 , , . dy i , 

abscisses de ces points sont racines de 1 equation — o on, cl a- 

pres Pequation de la courbe, I 2 X 2 — g» = o. Cette equation, don l 
le premier membre est la derivee du polynome 4 x ' ] — g 2 x — g-i, 
a une racine a entre e K et e 2 et une autre [3 enlre cl cello 
derniere seule donne des points reels B* et Bo. 

Ludentite 2 p n u=z izp-u — g 2 = izx 2 — go donne ie signe de 
p'u. Sur la branebe infinie, x^g> a, p" u est positif. Pour Povale, 
sur Parc B, A 2 Bo, p a u est negatif, car x est alors compris entre les 
deux racines a et [3 de \2X~ — g 2 \ sur Parc B< A :} Bo, p tr u est po- 
sitif, car x est inferienr a (3. 

Tcingentes menees par un point cle parametre v. — Nous 
avons vu que les quatre points de contact correspondent aux va- 
leurs du parametre 

v v v , o . 

) — - + w, -+- to , to <o . 

‘2 2 2 2 

On peut done, par un point P pris sur la courbe, mcncr quatre 
tangentes, en general distinctesde la tangente au point considere. 

Lorsque v est reel, pour deux des points de contact, Pargument 
est r6el; pour les deux autres il est de la forme oP-f- a,, U\ etant 
reel. Done, lorsque le point P est pris sur la branebe infinie, les 
quatre tangentes sont reelles : deux des points de contact sont sur 
Povale et les deux autres sur la branche infinie. Lorsque v est de 
Is forme 6tant reel, on a 



Les arguments des points de contact ne sont ni rdels, ni de la 
forme <*>' + u {1 u { etant reel (a des peri odes pres). Par un point P 
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pris sar l’ovale on ne pent pas mener a la eourbe une tangente 
reelle. 


Points cV inflexion, — Nous avons trouve plus haut neuf va- 
leurs du parametre donnant les neuf points d’inflexion. Dans le cas 
particulier que nous examinons ici, trois de ces valeurs 

2 w 4 0> 

Oj 

5 o 

sont reelles; elles donnent trois points d’inflexion reels situes sur 
la branche infinie, le premier a l’infini, les deux autres aui points 
L et To symetriques par rapport a Ox. Ces trois points sont en 
ligne droitc. 


64. Degenerescence. Cas d ? un point double. — Supposons le 
discriminant g \ — g\ nuL La cubique a alors 1111 point double. 
Une des periodes 2 to' est infinie (n os 23 et 37) et pu se reduit a 


x = p u — - 


(Toil 


I 2 CO - 4 CO 2 . 

sm 2 — 
20 ) 


y = p a = — — 

4 O)'* 


La condition necessaire et suffisante pour que les trois points 
correspondant aux valeurs U \ , u 3 du parametre soient en 
ligne droite est alors 

it { -b ito -+- uz = 2 n co, 

ou ii est un entier. C’est ce qu’il est aise de verifier. En effet les 
valeurs de u correspondant aux trois points d’intersection de la 
cubique avec la droite Ax -{-By + C~ o sont alors racines de l’e- 
qualion 

A p u -+■ B p' u -h C = 0, 

ou, en designant par c d’autres constantes, 

7 T a 

cos — 

I , 2 to 

a f- b hc=o, 

T7 11. T r 11. 



t = cot > 

'iW 

aa -h t* )-h b t(i+ t 2 ) -f- c = o. 

La somme des produits des racines deux a deux elanl i oil a 
d'apres la forxnule donnant la cotangente d’une somme, 

cot — ( u i 4- iu -h Lh ) = » » 

2 Ci) 

d*ou 

■ — ( Hi {/■•) -4" U;) ) — /l TCj 

2 ti) 

ee qulesl bien la relation indiquee. Actuellement il n’y a plus qu 
trois points d’inflexion; car en faisant u x = W;j = ((, on a 

3 w = 2 /i to , 

d’ou trois valeurs donnant des points distincts 

r „ aw 

K = O, U = — y U"= —• 

3 > 

Ces points sont en ligne droite car 

u-'r u" -i- Ll'" — 2 to. 

Ccts d’lin point de rebroussement. — Si g 2 z=z g : , = o la cti 
bique devient 

jk-= 4 # 3 ; 

elle a un rebroussement. Alors les deux periodes to el to' sont ii 
finies; on a (n° 23 ) : 

x = y = v ' u =-*.. 

Les trois valeurs de u correspondant a trois points cn ligr 
droite verifient alors la relation 


ll[ — {— u ^ = o \ 

en efFet, elles sont racines d’une equation de la forme 


2 

ll* 


a 

i? + h = °> 


qui, rendue entiere, ne contient pas de terme en it'-. 
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II n’j a plus qn’un point d’inflexion, car en faisant 


on a 


u : — U -2 = z/ 3 = zz, 

3 u = o. 


Ce point cTinflexion est d’ailleurs rejete a I’inflni. 

65. Rectification de la lemniscate. — Soit une lemniscate 
pour equation en coordonnees polaires 

7’~ = 2 COS 2 0. 

Fig. C). 


A :r- 



L’arc OM = s (Jig'- 6), comple a partir du point double 
est nul, est donne par les formules 

a dr 


ds = J dr 1 -r - r 1 d$) ~ = ~ 

V 4 — /* 4 


r 1 2 dr 

Jo A — /'• 


Faisons le changement de variable 


il vienl 


-t/i 


-/ 


d £ 




oa a done une integrate de la forme 
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On a ainsi une representation geometrique de la ionclion 
p(s: i , o) pour ies valeurs reelles de I’argument. 

Actuellement les racmes e t , e 3 sont o et — -• l-.cs cx- 


pressions 


\/ z+ \: 

e’est-a-dire 



\/-2 — /■* 

i \/\>. ~h r 1 


;V‘A 

r rtf\i 

on encore 

y/'i sin 0 

i fx cos 0 


y 

r 

/• /• 

sont des fonctions uniformes de s exprimees par les quotients 


a’.f*) 

c*(*) 


"(0 ’ 

*(S) 


On a ainsi une representation geometrique de ces trois fonclions 
pour le cas o-. 2 = 1 7 ^ 3 = o. 

La demi-periode reelle est donnee par 

— r / ^ - r * 

'-’ey J' \/l\ Z* — Z 

Elle est egale au quart de la longueur totalc de la lcmniscalc, car 
en revenant a la variable on a 



ee qui est la longueur de Tare OA. 

III. — Pendule spherique. Corps pesant be revolution. 

&LASTIQUE GAUCHE. 

66. Pendule spherique. — Le pendule spherique est consliluc 
par un point pesant mobile sans frottemenl sur une sphere fixe. 
Prenons pour origme le centre .de la sphere et pour axe des s one 
verticale dingee vers le haut. En coordonndes semipolaires liqua- 
tion de la sphere est 
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en designant par l la longueur du pendule. Le mobile esl soumis 
a Faction de deux forces, son poids et la reaction normale de la 
sphere; le theoreme des forces vives donne done 

De plus, les deux forces etant dans un meme plan avec l’axe 
des z, on peut appliquer le principe des aires a la projection du 
mouvement sur le plan xOy : 

ebb — Celt. 

'h designant l’angle polaire. Ces trois equations determinent z, r 
et A en fonction de t. 

Cherchons d’abord a determiner ^ : il faudra pour cel a eli- 
miner r et A. L’equation des forces vives peut s’ecrire 

dr* -4- r* fj -2 

1(i — + 

De l’equation de la sphere, on tire /• = — z-; d’autre part, 

I’eq nation des aires donne 

_ Cdt _ Celt 

' ~ r- b- — z 1 

For tan t ces expressions dans Fequation des forces vives, on a 
ime equation de la forme 



ou cp(^) design e le polynome du troisieme degre 
0(5) = (h — Q.gz)(l 3 — ^ ) _ c*. 

On en deduit le temps t et l’angle A en fonction de z par des 
integrates elliptiques. 

Pour que ^ soitreel, il faut que <p(s) soit positif. Ce polynome 

a ses racines reelles : en effet, appelons z 0 la valeur initiale de z 
et substituons dans <p (s) la suite des nombres +00, /, z Q , — nous 
trouverons, pour les resultats des substitutions, les signes +, — , 
-f~, — , car Zq rend evidemment <p(£ 0 ) positif, la valeur initiale 
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de ~ elant reelle. II j a done one racine z, de o(z) cnlro +■ x 

et /, une autre z a entre l et s # , une troisieme entre ; 0 <>i — /. 
AinsI les nombres de la suite 

S), /, ^2- ~'(h ^ 

sonl ranges par ordre de grandeur decroissante. La variable 3 pnr- 
tantde z 0 ne peut varier que dans 1 ’intervalle 5 ;l . 

Calculde z. — La coordonnee s est donnee en fonclion de / 

est egal a un polynoino 

3(5) du troisieme degre en Pour en tirer 5 par une fond Son 
elliptique ded, nous commencerons par faire un changemcnl !i~ 
neaire de variable de la forme 

( 9 . ) z — IYL? -+- N, 

oil s designe la nouvelle inconnue et Met N deux conslanlcs tcllrvs 
que Pequation (1) prenne la forme 



Par la substitution (2) Pequation (1) devienl 
i[ \ f c llY _ iff) _ N) 

V4j \dt) 

Pour identifier avec Ja forme ( 3 ), il (aut <%alcr ii /, Ic cocfli- 
cient de s 3 et a o celui de s- dans le deuxieme membre. On a ainsi 

(5) M = — , N = — • 

S 6 a - 

L’equation prend alors la forme ( 3 ) a condition d’altribucr mix 
constantes g« et g 3 des valeurs convenablement choisics. 

Comme le poljnome o(z) a trois racines rdelles > z->> z- h 
le poljnome transforme 

c?(Msh- N) 

=i* t -g*s—g i 
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a trois racines reelles < 2 , , e 2l 


9 > 


(6) 




5l-N 

M ' 


— N 

j\I 1 


*3 = 


M 


et Ton a e t > e 2 ^> e ;l , car M est positif. 

Construisons alors la fonetion avec les invariants g. ± el g :i ; 

celte fonetion verifie l’equation 

, , onWprz-f-AM 

P *u = 4p* a — g, pu — g : > = 

Si done on pose 

.9 = p it, z = A! p w -4- A, 

/z etant regarde comme fonetion du temps t : 1’eq nation (4) devient 

, ./du' 2 

' P 11 M 77 7 ) ~ 1 P " ~ ^ P "■ — ^ < 


d’ou 


<r/zz \ - 


f “ " ) 
V dt ) 


du 

dt 


On peut toujours prendre le signe H-, car pzz etant paire, on 
pent changer le signe de it. On a alors 


it — l const. 


Clierclions maintenant de quelle forme est la constante. Comme 
la valeur trouvee pour IVI est positive, la relation 

^ = M pu -^r N 

montre que s = pu varie dans le meme sens que z. Done quand z 
decroit de z 2 a ^ 3 , p u decroit de e 2 a e :h a — 0 / est done reel et 
Ton a 

it = l — f- to j 

si l’on compte le temps a partir de Tinstant ou z = 

La demi-periode reelle co est le temps que met z a varier de 
a 

Calcitl de <i. — L’angle A est defini par Inequation diflerentielle 



‘M 
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: clt = da , 


<1 tie nous ecrirons, en remarquant que at — 
G rfw / f 1 


db = 


2 l 




/ 


Dans cette equation, il faut remplacer s par sa valcui 
^ = M j) u i\ T ; 


le coefficient de da est alors une fonction elliptique de a quo 
nous aliens decomposer en elements simples, de facon a pom 


ivoir 


Considerons deux arguments a et b definis par les relations 
lyj l = M p a ■+■ N, — l = M ,p b -h N, 


ces arguments sont definis aux signes pres; nous verrons plus loin 
comment il convient de clioisii' leurs signes. Alors I’expression 
de di devient 

Gdu ( r r 


ebb = 


2 M l 


G 


pit — pa pa -pb, 

ou il reste a donner une forme simple au coefficient — ~ • 
Pour cela remarquons que le polynome 


o(z) _ o ( M p u -4- N ) 

WF = " 


se reduit a — pour s = l et z = — /, e’est-a-dire pour u = a 
et a = b; comme on a identiquement 


?( Mp u-hN) 
p u SPT^ 3 


on trouve, en faisant successivemenl u = a et u = 6, 


p-« 


C* 

m n* 


V'~b = - 


M*/* 


Nous prendrons, en extrayant les racines, 

iC 


p'a = p'& = 




ce qu’on pent toujours faire, car jusqu’a present les signes de a 
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et b n’etaient pas determines; nous les determinons par le clioix 
de signes que nous venons de faire pour p f a et p f b. 

On peut done ecrire 

^ . cbl __ p 1 b p'a 

du p u — p 6 p u — p a 


La decomposition du second membre en elements simples se 
fait en appliquant deux fois la formule (64) du n° 44 

. db 

2 1 ^ ( it -h ct ) — t(u. — a) — i ‘C a , 

— w( K -r- b ) -+-£(« — 0)-r-2*b. 


En integrant et en remontant des logarithmes aux nombres on 
trouve 


e rdj _ 


pc d(u -y a) 
d ( it — a) 


d ( it — b ) 
d{u -f- b ) 


e 2 u{*b-ty) m 


La constante d’integration — E 2 se determine par les condi- 
tions initiates. 

L’angle i est ainsi exprime en fonction du temps. 

Expressions de x ety. — On a 

, X - 4 - iv d( It -+- a) d( u — b ) , }Y . Y 

C 2 ‘? = — = — E 2 ! c 2ia^b-Cu\ 

x — ty d{u — ci) d ( u b j 


D’autre part, d’apres I’equation de la sphere, 


(x -l- iy)(x — iy) — (l ~ z) = — M 2 (p u — pa)(p u — pb ), 

>{ u -h a) d{ u — a) d{ u-y b) d(u — b) 


(x H- iy)(x — iy ) = — M 2 - 


d' 2 u d' 2 b 


En multipliant membre a membre les egalites qui donnent 
-- - 4 ~ ct (x -f- iy)(x — iy) on obtient (x -p iy) 2 . 


x -h ty 

on en conclut 

x—iy 


n , T d( ft -4- a) d(u — b) .... y 

= EM— L e u{Q><a 

dad bo" 1 it 


E d ad b d' 1 a 


Enfin, remplacons M par sa valeur en fonction des elements 
elliptiques, valeur qui peut s’obtenir en retranchant membre a 
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(»(i 

membre Ies egalites 

— / — M p a -f- N, — / = top b H- xN ; 

•>. / ______ a**b 

~~ P a ~ pb " -j ( a -T- b ) 3 {a — b ) 

7 ,; alb l{u -±-a)l(u — b) {Th _ Tn i 

~ = " ' L ~b,Ha-T, tf* « 

.. _ ^ ■x3aib_ J( h — a ) r’( -+- b ) c _ ut r h 

E l{a -T- b) 1 (a — b) l 1 u- 

Oo a ainsi x, y, z exprimes en fonctions uniformes dc l. 
Ouand t augmente de 2 to, z reprend la meme valeur, Tangle po- 
laire augmenLe d’une certaine constante. 


67. Corps pesant de revolution suspendu par un point de son 
axe. — Prenons pour origine le point de suspension 0, pour axes 
lies au corps Taxe de revolution Og et deux axes perpendicu- 
laireSj pour axes fixes la verticale ascendante Os, et deux axes 
perpendiculaires. On demontre en Mecanique (*) que les angles 
cTEuler 9, »i, qui definissent la position des axes lies au corps 

par rapport aux axes fixes, sont donnes en fonction du temps par 
Ies for mules suivantes. D’abord, en posanl cos 9 = z, on a 

,Vs\* 

' ‘ 1 \ d( ) = ( « — ^ M I Z~) — - ( !i - fl Z -/{ 5 


oii in , iu a, designent des constantes, dont la premiere m esl 
positive, de sorte que f(z) est un polynome du Iroisieme degre. 
On a en suite 


(2) 
( ) ) 


ebb _ $ — 
dt ~ t — z* 
dv __ d'i> 
dt 


'*« designant une autre constante. 

II 5 agit de tirer de ces equations G, cp, en fonction du temps, 
l.es ealculs, comme on va le voir, presentent une grande analogic 
avec ceux que nous venous de faire pour le pendule spherique. 


V ) Voir Appell, Trade de Mecanique, t. H, n « 40*2. 
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Cette analogie peut aller jusqu’a Pidentite, car, dans le cas parti- 
culier oil le corps pesant de revolution se reduit a un seul point 
materiel, il constitue un pendule spherique. 

Le poljnome f(z) est negatif pour les valeurs — oo, — i et 1 
de z, tandis qu’il est positif pour la valeur initiate z 0 de z qui 

rend necessairement ~ reel et pour -f- oo. II a done ses trois ra- 

cines z 2 , reelles et comprises respectivement dans les inter- 

valles (~h co, -f- i), (+ 1 , z Q ) et (^ 0 ? — 0* 

Ccilcul de z> — Commencons par faire un changement lineaire 
de variable 

5 = Mj + N, 


ou M et N sont des constantes choisies de telle fagon que Pequa- 
lion en s prenne la forme 



Par ce changement Pequation (i) devient 

fds\* /( Ms + N ) 

} l dt) ~ M2 


On determinera les coefficients M et N de facon a rendre egal 
a 4 le coefficient de s z et a o celui de s 2 ; apres cette determina- 
tion, qui donne pour M la valeur positive M = on pourra 
ecrire 


( 6 ) 


/( M s + N) 
M2 


a condition de donner aux invariants g 2 et g 2 les valeurs qui 
rendent le premier membre identique au deuxieme. 

Les racines du polynome /(s) etant, par ordre de grandeurs de- 
croissantes z { , z 2 , z 3 , celles du poljnome transforme en s seront 




-i — N 
M ’ 



<?3 = 



Pour que f(z) soit positif il faut que z partant de z 0 varie 
entre z 2 et done s devra varier entre e 2 et <? 3 . 

Si l’on construit la fonction pu aux invariants g 2 et g z , cette 
A. ET L. 


1 
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fonction verifiera l’equation 


( 7 ) 


m p « + n) 

P 2 «= JP 


Sj>*u — gtpu — gs- 


Nous poserons alors s = pu en regardant u comme une fonction 
de t. et F equation (5) deviendra 


c'est-a-dire 



4 p 3 k — S'iP « — ,?), 



du 

Tt ~ + ’’ 


ou nous prenons +i, car, pa etanL paire, on peut tou jours 
changer u de signe. On a alors 


u = t -t- const., 


et, comme s = pu doit res ter compris entre e« et <? 3 , a — <■/ doit 
etre reel. Nous ferons 

( 8 ) a = t -+- o>'; 

alors pour t = o, a = to', pa = e 3 , ^ = ^ 3 . 

Le temps est done comple a partir d’un instant oil z = s.,. 

En resume, nous avons exprime z en fonction uniformc du 
temps par la formule 

z = Mp u h- N, u — t -+- w'. 

La demi-periode to est le temps que met 5 a varier de £ ; > a ;? 2 cl 
inversement. 


Calcul de *i. — On a 

dty __ ft _ l / ft + /i p — n \ 

dt 1 — z- 2 \ 5 -f- 1 -3 — 1 ) * 

Remplacant, dans celte expression, 5 par sa valeur 

.3 = Mp u -+- N, 

et par du, on est ramend, pour avoir <p, a integrer une fonction 
elhptique. Pour faire cette integration il faut decomposer la fonc- 
tion elliptique du second membre en elements simples. Pour 
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cela, determinons deux arguments constants a et b par les condi- 
tions que pour u = a , z devienne egal a i et pour u=z b, z de- 
vienne egal a — i 


( 9 ) 


Mpa-f-X = i , 
Mp&~ r N= — I. 


Ces arguments sont determines aux signes pres par ces deux 
equations, si Ton regarde comme equivalentes deux valeurs de a 
ou deux valeurs de b ne differant que par des multiples des pe- 
riodes. On aura alors 


chb __ 1 / ft -h 71 S — ?i \ 

clu 2. M \ p u — p b pu — p a J 

Les rapports ^ — s’expriment d’une maniere simple a 

l’aide de a et b. Remarquons pour cela que le poljnome f(z) se 
reduit a — ( [i — n) 2 pour z = l et a — ( t 3 -j- n ) 2 pour z = — i . 
Done la fonction /( M p u + N) se reduit a — (j3 — n)' 1 pour u = a 
et a — ( jj + n) 2 pour u = b. Mais comme on a identiquement 

P 2 « = 1 hr: > 


on a, en faisant successivement u 


a et u = b , 
M2 


En extra jant les racines, nous prendrons 


pa — i i 


. 8 — 71 


M 


P 'b: 


. 8 -4- n 

1 hr’ 


en choisissant convenablement les signes de a et b qui jusqu’ici 
etaient restes indetermines. Nous aurons alors 

. d^j p'b p' a 

2 1 clu ~~ pu — p b pu — pa 

L’integration s’effeclue comme dans le cas du pendule sphe- 
rique. 

Si l’on appelle a' 7 , (3 77 , y 77 les cosinus des angles que fait Taxe Oz 
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da corps avec les axes fixes Oar,, 0 y,, Ox,, on a 
'/"= s, a'*4-P‘ s + x* = i; 

de plus a" et sont les coordonnees x K et y , da point silue sur 
l'axe da corps a une distance i du point 0; en appliquant line 
methode identique a celle que nous avons suivie pour calculer x 
et y dans le pendule spherique, avec ce seul cliangement que, 
actuellement, l se trouve remplace par i, on trouve 


a -7- i i 


o.j a^b d(u -+- a) u — b) 


?(a b )3(a — b) 


o' 2 u 


euW-Ca), 


2 3 crib 3(u — a) d( u - 4 - b) 


i 3' = ^ - L Z J 

h 3( a -+- b ) 3(a — b) cf-a 


avec 


u = t -h to'. 


Calcul de s. — On a 


do 


db 


Tu ~ -tt — r Q 


Decomposant le second membre en fractions simples, il vic.nl 
do j / (3 -4- n t (3 — 


do i / 8 -4- n 

~jr — >’0 — /H ( 

dt 2 \ Z -I- I 


iiemplagons s par Mp u + N et introduisant comme tout a 1’hcure 
les arguments a et b : on a 


do 

du 


i ( p' a 

= r 0 — ft H :( — -i- 

2i \pu — pa 


pit — pb]’ 


d ou, en decomposant en elements simples, 

.do 

2 1 du ~ 2 r ° ~~ + 11 — a ) — £(« + a) + 2 £ a 

+ K{u—b)—t a (u^rb)^2t 3 b, 

et en integrant 

= C e+2 ,^ a+ KM- 

o'(a + a)o'(M4-6) > 

la constante C se determine en ecrivant, par exemple, que « est 
nul pour t = o, c’est-a-dire n = M '. 



ETUDE DES VALEURS REELLES DE p U. IOI 

68. La courbe elastique gaucbe (i). — II s’agit de trouver la 
figure d’equilibre d’une tige flexible dont la section est circnlaire 
et qui est soumise a Taction de forces appliquees seulement a ses 
extremites. 

Si 1'on choisit convenablement les axes de coordonnees, on 
Iroiive pour definir la courbe cherchee les equations differentielles 

( x*'+py, 

(n < z’x"—x , z”^‘xy— fix. 

I x'y* — y'x n = ocz r -r- y, 

dans lesquelles y r , z, x u , y" , z lf designent les derivees par 
rapport a Fare s des coordonnees x i y , z et a, J3, y des conslantes 
dont les deux premieres sont essentieliement positives. 

Ajoutons membre a membre les equations precedentes apres 
avoir multiplie les deux membres de chacune d’elles respeclive- 
ment par x\ y\ z r ; en tenant compte de la relation 

x' 0 --±-yz i. 

nous trou vo ns 

(2) cL-b$(yx'—xy)+ O 

et en different! ant le premier membre par rapport a s 

(3) fi (yx" — xy")-ir y z* = o. 

Multiplions main tenant par x les deux membres de la premiere 
equation differentielle, parties deux membres de la deuxieme et 
ajoutons, il vient 

( xy — yx’ ) ~ s' ( xy — yx " ) = a ( xx' 4- yy' ’ ) , 

et si I’on remplace xy f — yx ' et ay 7 — par leurs valeurs 
en fonction de z’ et de z n tirees des equations ( 2 ) et (3). 

z"(cc + 75')— s V= a 

ou encore 


(* ) Voir Hermite, quelques applications des fonctions clliptiques , p. 93 ; 
et une Note de M. J. Bertrand dans la Mecanique analytique de Lagrange 
(edition publiee par M. Darboux, t. I, p. 460). 
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£n integrant et en designant par 8 une nouvelle constante 
P(a?2-4-jK 2 ) = 2(-'-°). 

Ainsi, des equations differentielles donnees (i), nous pouvons 
deduire le systeme suivant 

P(a 7 '— yx r )~ an- 
P(a?ar , 4- i ^7 , ) = 5tf 

p(# 2 -hj' 2 ) =2(^—0). 

Servons-nous maintenant de 1’identite 

( xx' -i - yy' ) 2 -f- (}'%'— ) 2 = (^ 2 ■+■ + y 2 )j 

nous obtiendrons, pour determiner d, 1’ equation differenliellc 

(~) 2 =a? (, -A’-) ( A-S ) - ( =c + -p' ) =. 

Dans le cas particular ou y= o, cette equation differenliellc 
a, an signe de d pres, la meme forme que celle qui s’est presentee 
a propos du pendule spherique et s’integre de la meme manierc. 

Si o, 1’equation differentielle ne differe de celle qui (Jon no 
z = eos&,“dans le mouvement d’un corps grave de revolution, que 
par le signe de d\ la method esuivie dans ce dernier cas s’appliquc 
done sans difficult^ au cas de I’^lastique gauche et l’on pour rail 
d’ailleurs mettre les problemes en equation de maniere a. aboutir a 
des equations^differentielles identiques. 

D’apres(un theoreme du a Kirchhoff, l’axe d’un pendule sphe- 
rique ou d’une^toupie dont lap ointeest fixe reste touj ours par allele 
a la tangente a une courbe elastique gauche, le point de contact 
de la tangente decrivant la courbe avec une vitesse constante ( * ). 


( l ) Voir Greenhill, Fonctions elliptiques, p. 320 et 324, Poincare, Logons 
sur la Theorie de I’Elasticite, p. 201. 
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1. Determiner les parametres des points de contact des tangentes 
menees a la cubique x — pit, y — p’ u par le sommet A t de la branche 
infinie (to et to' reels). 

En conclure que, Ox etant suppose horizontal, "si 1’on considere le point 
le plus haul de l’ovale on peut prendre pour parametre de ce point une 
quantite de la forme a -f- to', a etant une quantite reelle comprise entre o 

to 

et - • 

2 

il suffit pour le voir de prendre un argument it -f- to', de faire varier it 

. . co _ to , , . , 

(le o a - et de remarquer que — -f- to correspond a une tangente menee du 

sommet Aj. 

2. Le rapport anliarmonique des quatre tangentes menees a la cubique 
par un point P pris sur la courbe reste constant quand le point P se de- 
place sur la cubique. 

On peut obtenir ce rapport anliarmonique en fonction des coordonnees 
du point P et des coordonnees des quatre points de contact. On exprime 
ensuite ces coordonnees a l’aide des parametres elliptiques correspondants 
et l’on applique la formule de l’exemple 2, page 63. 

3. Si Ton appelle points correspondants d’une cubique deux points tels 
que les tangentes en ces points vont se couper sur la courbe, il y a trois 
points correspondants d’un point donne et, en designant par it le parametre 
du point donne, on peut prendre comme parametres des points correspon- 
dants 

u -+- to r , u H- to -f- to 7 ; 

cliacune des demi-periodes definit un des trois systemes de correspondance. 

Si l’on considere deux couples de points correspondants du meme sys- 
teme : A, A' d’une part, B, B' d’autre part, les droites qui joignent les points 
non correspondants AB, A'B' ou AB', BA f se coupent sur la courbe et les 
deux nouveaux points sont des points correspondants dans le meme sys- 
teme. 

4. Sur la cubique definie par les equations 

y = p r u , 

on prend deux points dont les parametres different d’une constante p; la 
droite qui joint ces deux points enveloppe une courbe de sixieme classe. 
Dans le cas particulier ou p a 1’une des valeurs 


U), to 


to h- to , 
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I'enveloppe est une courbe de troisieme classe (qui se presente ici commc 
comptee deux fois). 

Dans I equation de la droite joignant les deux points on remplace les 
coordonnees eourantes par les coordonnees 2 ? 0 > yo d’un point P 0 , l’equation 
en u ainsi obtenue a six raeines dans un parallelogram me elcmentaire. 
Dans le cas particulier ou v = w par exemple, 1’equation en u ne change 
pas quand on change u en u -f- to. 

Remarque . — La cubique donnee peutetre regardee commela hessicnne 
d’une autre cubique G et cela de trois manieres diderentes; les courbes 
de troisieme classe qui viennent d’etre definies sont les cayleyennes des 
trois cubiques C (*). 

o. Si deux systemes de trois droites ont huit de leurs ncuf points d’in- 
tersection sur une cubique, le neuvieme point d’intersection cst aussi sur 
la cubique. 

Gette proposition peut se verifier directement a l’aide de la condition 
pour que trois points soient en Iigne droite; elle peut aussi se dcduire d’un 
theoreme demontre n° 62. 

Si Ton appelle tangentiel d’un point m d’une cubique le point oil la tan- 
gente en m rencontre encore la cubique, les tangentiels de trois points en 
Iigne droite sont en ligne droite. 

La droite qui joint deux points d’inflexion va passer par un troisieme 
point d’inflexion ; on remarque qu’un point d’inflexion se confond avec son 
tangentiel. 

6. Determiner les points d’inflexion de la cubique 
x = pu, .y = p'u, 

en etudiant la variation du coefficient angulaire de la tangente. 

On trouve pour les determiner l’equation 

p , u,p"'u — (p' r u) 2 = o, 
ou en posant x = pu, ^equation 


f(x) = x*—lg % x*—g 3 X — 
dont la derivee est 


i 

12 



= o, 


/'(*) = 4 gix — g 3 = o. 

Si et g 3 sont reels, cette equation a deux raeines reelles et deux 
imaginaires conjuguees. Ges raeines sont 



raeines 


( 2 ) Voir Clebsch (Lindemann), Legons 


sur la Geometrie, t. II, p. 38j. 
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si on les designe par a, b , c, d elles verifient la relation 

2 S =(a — b )- ( c — d ) 2 -4- ( a — c ) ( a — d)(b — c)(b — d)= o, 

qui s’obtient en appliquant les formules (7)et(9) page 62 (S est un inva- 
riant de l’equation). 

7 . Etant donnes trois points P, Q, R sur une cubique, determiner un 
triangle ABC dont les sommets soient sur la courbe et dont les cotes 
passent respectivenient par les points donnes P, Q, R. 

II y a quatre solutions. Si les trois points P, Q, R sont en ligne droite, 
les sommets de Tun des triangles sont en ligne droite : il reste seulement 
trois triangles proprement dits. 

8. Si Ton considere une conique ayant deux, fois un contact du deuxieme 
ordre (trois points confondus) avec une cubique, la droite qui joint les 
points de contact va passer par un point d’inflexion. 

9 . Si 1’on considere l’une des trois tangentes menees d’un point d’in- 
flexion Ie point de contact est tel qu’il existe une conique ayant en ce 
point avec la cubique un contact du cinquieme ordre (six points confondus). 
Retrouver que le nombre de ces coniques est 27. 

10 . On mene la tangente a une cubique en un point P 0 ; soit Pj le point 
oil cette tangente rencontre de nouveau la courbe. On mene la tangente 
en Pi, soit P 2 le point ou cette tangente rencontre de nouveau la courbe. 
On determine ainsi une suite de points 

Po, Pi, Pr, 

dont chacun estle tangentiel du precedent. Trouver la condition pour que 
le contour ayant ces points pour sommets successifs se ferme et forme un 
polygone de r cotes. 

On ecrit la relation qui existe entre les parametres de deux sommets 
consecutifs et l’on exprime que P r coincide avec P 0 ; on trouve que le para- 
metre de Po doit satisfaire a la condition 

2 m to -h 2/1 to r 


mais il faut encore examiner si le polygone correspondant a une solution 
a bien r cotes. 

Par exemple, pour r — 3 on trouve parmi les solutions les tangentes 
d’inflexion comptees trois fois. 
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I. — Fonctions de Jacobi. 

69. Objet du Cbapitre. — Les series etproduils a double entree 
employes pour definir les elements d, p, Z, II a Faide desquels 
on peut exprimer toutes les fonctions elliptiques, peuvent elre 
remplaces, aussibien dans la notation deM. Weierstrass que dans 
ceile de Jacobi, par des series a simple entree beaucoup pins ra- 
pidement convergentes. 

Nous allons exposer ici les notations de Jacobi : nous avons 
d ? ailleurs montre comment on passe d’un systeme de notations a 
Fautre, en donnant la relation entre les fonctions II et d (li° 40). 

70. Periodes. — Nous avons deja dit que le rapport ~ des deux 

periodes doit etre imaginaire, sans quoi le reseau des parallelo- 
grammes n’existerait pas. On peut toujours changer le signe de to 
ou de to 7 , car une fonction admettant pour periodes 2 to et 2 to 7 
admet aussi pour periodes — 2 co et 2 to 7 par exemple. Nous pou- 
vons done choisir les signes des periodes de fa§on que dans le 

rapport^ le coefficient de i soit positif; e’est la ce que nous 
supposerons toujours. Jacobi designe les periodes par 2 K et 2 i K 7 ; 
dans le cas particular ou K et K 7 sont r^els, le rapport doit 

etre positif. Nous pourrons employer tantot Pune tantot Fautre 
maniere de designer les periodes : on se rappellera que 

w = K, co' = iK ! . 

Si, dans le cas general, on pose 

Tzw'i -jtK' 

q — e w = e K , 
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le nombre q a im module plus petit que V unite car la partie 
reelle de l’exposant - . est negative. 


7 1 . Developpement en serie simple de la fonction Z u. Valeur de o. 
— La fonction 


Z u — 


H '(u) 


construite, comme nous l’avons explique, avec les periodes 2 to 
et 2 0)', a pour poles simples de residu -f- 1 Lous les points 


u — 2 m o> -4- 2 n 10', 


oil m et n prennent toutes les valeurs entieres positives, negatives 
et n idles. 

Nous allons construire cette fonction d’une autre maniere, en 
formant, a Taide d’une serie de cotangentes, une fonction ayant 
les memes poles et les memes residus que Z. Le point de depart de 
la metliode reside dans ce fait que la fonction 


— ^ cot (u — 2/10/)-+- const., 

2 0 ) 2 0 ) 


oil 71 est un entier determine, a pour poles simples de residu 1 
Lous les points 


on 


u — 2 n to —2 7)1 to , 
u = 2 m w + 2/1 10', ( ni = o, ± \ , dz 2, . . . , dz 00). 

Considerons la fonction 


U » = 


— cot-^-(// — 2/uo ') — i , 
2 0 ) [_ 2 0 ) 


ou // designe un entier positif; elle admet comme poles simples, 
avec le residu 4 - 1, tous les points 

U = 2 7iU)'-H 2 7)1 to (m = 0, ±1, ±2, ...). 

Cette fonction peut s’ecrire 

cos — ( u — 2/iw') — i sin — ( u — 2/110') 

TT 7T 2 0) V 






ou en introduisantla quantile q — e w 


TZlti Kid 



Cette forme de U /2 montre que la serie 

oo 

2 u «> 
n — 1 

est eonvergente, a la facon d’une progression geomelrique donl I 
raison serai t q' 2 . 

Considerons de meme, en supposant maintenant n enlier el nr 
gatif, la fonction 

V n = — cot — ( u — ‘in co' ) H- i ; 

•2 co aw J 

die admet comme poles, avec le residu -f- 1, tous les points 
u = 2 n to' -h 2 co, ??i = o , dt i , zh 2 , . . . : 
on pent l’ecrire 

* it/// 

v — lT ' e M q~~ n 

n CO ^/tz 3 

e « q~- n — r 

et Ton voit que la serie 

— oo 

v * 

esl eonvergente. 

Nous allons verifier que la fonction 


*(M) = — cot-- 

2 (O 2 CO 


00 

2 [ cot i^ (“-»»«')-*■] 


— cot — ( u — 2 n co' )-+-?' 

2 CO 1_ 2(0 V ' 

/z =— 1 

est identique a Z( w). 

D abord cette fonction $(11) est impaire comme Z( u ) ; on le vc 
rifie immediatement en ecrivant la serie qui donne <£( — u ) : cetu 
sene est %ale a —$(«). La fonction <E>( m) a ies memes p 61 es ei 
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les memes residus que Z (w). Elle satisfait aux relations 

<$(lf - t- 2 CO) == <£( U), 

<t>( U 4- 2 Co') = q>(u)— — . 

CO 

La premiere de ces relations est evidente, car chaque cotangenle 
admet la periode 210; la deuxieme se trouve en formant la diffe- 
rence 

<t> ( u -f- 2 a/ ) — <t> ( u ) 

et remarquant que, dans la difference des deux series, les termes 
se delruisent deux a deux sauf deux termes — • 

2 CO 

Considerons alors la fonction 

\r(?o = z («;- 

Celle fonction est reguliere en tousles points a distance finie, car, 
dans le voisinage d’un point 

u = *2 7?? co 4- ‘in co', 

on a 

<I>(V) = ^ -r- fonction reguliere, 

" U 2 77? CO 2 71 CO 

Z (u )= 7 4- fonction reguliere, 

U — 2 1)1 CO — 2 71 CO 

el, en retranchant, on voit que est reguliere au point con- 

sidere. En outre, d’apres les relations que verifient <£( u) et Z(w), 
on a 

W ( U 4- 2C0 ) = xf( u) 9 
W ( u. 4- 2 c o ' ) = xr( u ) — — 4- — - • 

CO CO 

En repetant un raisonnement qui a deja ete fait (n° 24 ) on voit 
(pie la fonction W(«) est une constante et de plus que Ton a 

.v i‘ 7l 

2 

Ain si 

<&(u) — Z(m) 4- const. 

Cette constante est nulle puisque $(u) et Z (u) sont impaires 
toutes les deux. 
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En definitive, on a obtenu pour Z(tf)le developpement 

7,1 it ) — — — • COt — — -f* y — - [cot — (u — 2 7lto ') — l\ 
aw 2 0) jU 2C0 L 20) ^ J 

— CO 

4 - V — cot — (u — 2 Tlto')-hi . 
AU 2 0 ) L 2 0 ) J 


De plus, en se rappelant que Ton a pose o — to f mv/, on 
voit que Ton a demontre la relation suivante 


r t co — co*/; 


/ 


7± Fonction H. — Nous avons deja defini la fonction II comme 
une fonction dont la derivee logarithmique est Z. L’cxpression 
simple que nous venons de trouver pour Z va nous donner, par 
integration, un produit tres convergent servant a definir H. Le 
probleme se pose comme il suit : 

Trouver la fonction dont la derivee logarithmique csl 


oc 

Z t u ) = — cot — -b y — cot — ( a \i n o/ ) -+- / 

2 CO 9. to Mad 2 CO (_ a CO | 

» = 1 
00 

-b y — cot — ( it. — 2 a to' ) — i . 
Ad. 2 0) L 2 co ' | 


Pour ecrire le second memhre, nous avons, dans une des 
sommes qui figurent dans Z u, change n en — n. 

Si Ton integre enlre o el u le terme 


on trouve 


| cot ( U 2 11 CO ) i J 
2 CO P 2 CO ' J 

sin — (u -+- 2 ii A ) 


Loff- 


. 71 TTO) 

sin 


i-u 

, 

2 0 ) 


puis en remontant des logarithmes aux nombres 


sin ~ («+■>•«“') inn 



. /ITILO' 


ou bien 
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j CO' i 


e 


!K + 2 « £0 ' 


- /2£i> ' 

6 / '“”w" — <f IK ir 




/ » » 


I t I 


ou enfin, en efFecluant au numerateur puis en multiplianties deux 
n , 7:m ' 

lermes par e w , 

iTZU 


I r/-« e <*> 



On vo it de me me que 



zz — I n = l 


Nous a vo ns a in si les expressions des deux sommcs qui entrant 
dans r L(u). 

D’ailleurs 

7 z d .7: u 

cot It ~ -J- Loi!,’ sill 

co au 2 to 


Done on peut ecrire 




en posant 


^ / / 7Z n \ ( i 7C u \ 

H ( a) = G sin — ( l — q - ,l e 6) J\ i — q 2:l e w ), 


oil G designe un facteur constant. On trouve enfin, en efFecluant 
Je produit des deux facteurs du terme general, 




„ 7 ZU , \ 

i — i q- n cos — — \ - q* n U 


73. Developpement de H (u) en serie trigonometrique. — Le 
produit II qui figure dans i’expression ci-dessus de H(w) peut 
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t-tre ordonne suivant Jes puissances positives de cos — : comme 
une puissance positive de cos^ est egalea une somme de cosinus 
des multiples de 4 on voit que le produit 0 pent etre developpc 
en une serie de la forme 


TZU 

H r= Co-f- C 1 COS 

Cl) 


7. TZU 

C.y COS h. • . • 

CO 


Pour avoir H(«)il faut multiplier par A sin 4 on peut, dans 
le produit obtenu, remplacer chaque terme de la fonne 

. 7U If. 11 7Z It 

Sill COS 

2 CO CO 

par une difference de sinus. On est ainsi conduit pour H(//) a on 
developpement de la forme suivante, ou, d’apres les notations de 
Jacobi, nous faisons o) — R , i Kd : 


TT/ N . tzu . 3t zu 

H(m) = «o sm 4- «i sm ■+*• 


. .4- a n sin( 2 /i 4- i) 4-. • • , 


ou bien, en remplacant les sinus par des exponentielles 

iTZit Ziitii R inn + inn 

H («)= Ate"** ■+■ A,*"**" A,e 2li ~ -K . A„e' « 

/ 77 ft 3 i 7T // 

— A 0 c 2K — AiC aK — 

Pour determiner A 0 , A,, . . . , on se sert de la formule ( 26 ) du 
n° 21 ou Ton remplace 0 par sa valeur ~ 


i 71 if 


H(h + 2 jK') = — be K H(«). 


On a 







inn 

3/71 U 

5 / TC H 

H(m 4 2 /K') = 

A 0 qe 2k 

4- Kicpe 2K 4 

A 2 # 5 C 2K 4 


Ac- 

i 7l rt 

3 / 7T // 

I iJ/TC w 



e ~ir 

— Ai-^e - 

Ao — e - K — 

D 1 autre part 

s' 


9* 


2/7TH 

-« 2K H(») 


An - 

inn A / 7r « 

* 3 / 7r u 

= 



e J 


i 1 

9 

9 



An - 

3 ITCH i 5 ITCH 



— 

— e 

sn — Ale “nT . 





9 
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Identifiant ces deux series, on a les relations compatibles 


Ai — — 7A0, -A 2 — — <7 3 A l3 


“A a — — q- n 1 A„_! , 


A/i = — q - ll A n— 1 , 


1 \ - 1 \ r A _ 1 A - 

q lj q l ~~~ q 1 '' ***’ 7 rV,i “ 1 “ " 

qui se reduisenl a 
Ai = — 7 2 A 0 ? A . 2 = — q* A 1? .... 

d’ou, en multipliant membre a membre, 

A»= (_-.i)/^«u-i)A 0 . 

On a done 

r — ( 2 « + 1 ) *1 

H(m)= A 0 S(- i)^ ( ' 2 - 1) |_e - a 2k J, 

H(zi) = BS( — i)/^C/M-i)sin(2 7 i 4- 1 ) 


1 


• 2 /i-r-l ‘ X “’ 


= B ^si 


1 li 


zu „ . 3 7 in. , . , . . , i tl a 

sin — — — q- sin — ^ 4-... 4-4, — i) n qn.n+u sin( 2 11 -f- 1) —p 4 -. . . . 


2 K. 


2 K 


Le coefficient B peut etre choisi arbitrairement, car j us— 
qu’ici H(z^) n’a ete defini qifa tin facteur constant pres. On 
± 

prend B = 2 q ' 1 et Pon a pour H(w) le developpement 


U(u) 


ou encore 


A 7 - r/ JL 3 tt 7 /. 2.4 ^ r- 7 / 

2 <7 ^ sin — — — ‘iq* sin — — 4- 2 q w sin - 
2 Iv 2 y 2 Iv 

4 /2 2 -t- 4 -t -1 

+ (— i)«a <7 * ski( 27 H- i)^, 


4 / — . OTZll 

,K -^ 9sin TIT 


H(w)=2\/^sin — — 2 4 /^ sin 

4 - ( — i)«2 2/1 4-1,2 sin (2 /i 4 - 1) - 


4 /— 7 r . 5 7 T ZZ 
2 y c/-° sin — — 
2 K. 


ZZ 

2 K 


Cette serie converge tres rapidement, plus rapidement qu’tine 

j. 

progression geometrique, carles exposants de q h croissent comme 
les carres des nombres entiers. 

Quand il sera necessaire d’indiquer les periodes avec lesqnelles 
est construite la fonction H(w) nous ecrirons cette fonctiori 
H( w|K, i K/), notation analogue a celle que nous avons employee 
pour du en ecrivant c 3 *( w J co, c o'). 

A. ET L. 


S 
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74. Fonctions H, H„ 0, 0, de Jacobi. — Nous avons vu que du 

et H(i^) sont analogues a-^-sin^ tandis que pu esl analogue a 

_HL I En Trkonometrie on introduit, en m£me temps que 

sin 01 2 — 

2 CO 

ces fonctions, celles qu’on en deduit en ajoutant a 1 argument a 
une constante co egale a la moitie de la periode 20 ), et 1 on pose 

TZ U . 'iZ . \ 

cos — = sin — ( u -4- to). 

2 0) 2 CO 

De meme, a cote de la fonction H (u) construite avec Jes pe- 
riodes aK et 21 K!, on considere les fonctions obtenues en ajou- 
tant successivement a Targument u les demi-p6riodes K, K/ et 
K-f* zK ; , ou du moins des fonctions qui ne different de celles-la 
que par des facteurs exponentiels simples. 

En designant par A l’exponentielle 


lineaire en on definit les fonctions H, ? 0, 0j par les egalites 
/ H 1 («) = H(a-+-K), 

] 0(M) =4rH(«+iK'), 

(l) < K 1 l\ v n 

01 («) = iH(M + K-hjK'); 

V A 

les deux dernieres montrent immediatement que 

(V 0i (w) = 0( u h- K), 

car, si Ton ajoute K a u, X se reproduit multiplie par — i. 

Void quelques details sur les expressions de ces fonctions par 
des series. 

Tout d ? abord la formule 

HiO) = H(a + K) 

donne, pour definir H \(u), la serie 

H i(«) = cos^+2^ cos cos ^ H "0 ,1CM , 



uu cu reinpiacauL uusmub par ues eipunenueues et en re- 
marquant que — (2« + i) = 2 ( — « — 1 } — j— 1 




>- 2 


- (Sn^l.-rr- 
£? 2 iv 


- 2 


_ K' f 2 n H 

k ir i 


ie +(SJI+1) ££i' 


On peut encore donner une autre forme a cette serie en consi- 
derant Texposant de e qui est du second degre en (2/^ + 1), 
comme forme par les deux derniers termes da developpement de 


On a ainsi 



(2/2 -M)iK'p. 


7 7// 2 

H l (u) = e 4KK ' 


2 


[ u 4 - 12 n - 4 - 1 ) i K' 1 2 

(> * lv IV 


/l — X. 


Passons maintenant a la fonction 0< . On a par definition 


Or 


© j ( ll ) = — H . ( 24 — r~ I\. -f- i K' ) = r Hj(tt H— iW). 
A A 


7T f/ 2 

Hi (*4 -h «K ' ) = e uu; ’ 


i il 1 


2 e VKK' [ " + lS,!4 - 2| '' Kri . 

tt = 5C 


Dans la nouveJle s 6 rie le nombre pair (272-1-2) prend toutes 
les valeurs de — coa -4-00; on peut le remplacer par 2/2, on trouve 
alors 


■ Kr 

&i(u) = -e Uvk ' 



2 ni K' i 2 


serie analogue a celJe qui definit H 4 (m), mais ou figure, dans le 
terme general, un nombre pair 2/2 ala place de (2/2-4- 1). 

Quand on augmente u de i K' les sommes qui figurent dans les 
expressions de H 4 (22) et 0 4 (u) s’echangentl’une dansPautre. II en 

est done de meme pour H 4 (22) et 0 4 (//), a un facteur pres pro Ve- 
er av 2 

nant de l’accroissement de Pexposant de e kKW '. On verifie ainsi 
les egalites suivantes cjui resultent anssi des equations (1) 

_/TC 

H 1 (m -+- tK') = e ~ H+ ‘ 1 6 i(if) = X 61(11), 

0,(it -+- iK') = H,(«) == l lh(u). 
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La serie qui definit lafonction ©,(«) peuts’ecnre en effectuant 

J- TT ^/ 2 

la multiplication de chaque terme du second membre pare 4KK ' 

“ l " 0 ° ni7ZU 

e,(«>= 2 K > 

n=z — oo 

ou, en assoeiant les termes qui correspondent a deux valeuis de n 
egales et de signes contraires 

'“If, llZlt a flTZ It 

e^LC) = 1+2? COS + 2Cp* COS h . . « H~ COS jT ■+■•••■ 

Enfin, la quatrieme fonction (*)(u) peut se definir au moyen de 
l’egalite 

Q(u) = ©i ( u ■+• K.) 5 

on a done 

7 ZU ‘2 7T U / \ a UTZIl 

Q(u) = I — <iq cos-j£- -+- *q k cos — g- f-. - .4- (— cos — ^ h 

II resulte de ces developpements que, la fonction H(w) seule 
est impaire, les trois autres sont paires 

H(— k ) = -H(zO, H 1 (-m) = Hi(w), 

0(— M)= @(W), 0!( — ll) = (it). 

7o. Zeros des fonctions H, H 1? 0, 0 t . — Les zdros de H(w) sont 
connus. Ceux des trois autres fonctions s ? en deduisent immedia- 
tement d’apres les egalites (i) qui definissent ces fonctions a 
l’aide de R(u). 

Les resultats sont donnes par le Tableau suivant dans lequel on 
ainscrit, en face de chaque fonction, F expression gdnerale de ses 
zeros et ou m et n designent des nombres entiers 

H(z^), 2mK-+-2niK\ 

H i(u), (2nH-i)K + 2 ni K' , 

2 /nK+ (272 + i)&K', 

6l(w), (27?1 + i)K + (2/H-i){'K'. 

76. Formules relatives a raddition d’une periode on d’une denai- 
p&iode. — Considerons, en premier lieu, la periode 2 K et sup- 
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posons qu’on ajoute cette periode a Fargument, on a d’abord 
H(a + 2K)=-H(a), 

co mine cela resulte des developpements de H u en serie simple on 
en produit simplement infini, developpements qui ne dependent 

que des sinus et cosinus des multiples de 

Les egalites qui definissent, a Faide de H, les trois autres fonc- 
tions donnent le resukat correspondant pour ces fonctions; on 
trouve ainsi 

H(?i+aK) = — H(zz), 

Hdii + aK) — — H^w), 

0 ( z£ -7- 2 K ) = 0 (w), 

0 i(zz 4 -aK)= 

Si Fon ajoute settlement la demi-periode K on a d’abord par 
definition 

H(zz 4 - K) = HRzz), 0 (zz - 4 - K) = 0 i(zz)> 
et, en tenant compte des resultats precedents, on trouve 


H 1 (u-hK)=— HO), 

0 1 ( U -H . 

Reunissons ces formules 

H(m + K) = 


H t (z^ - 4 - K) = • 

— H(m), 

0(m K) = 

©l(«)l 

0 1 ( u -f- Iv ) = 

«(«)• 


Considerons maintenant la periode 2.i¥J . Les resultats s’ob- 
tiennent aisement pour et EL en se servant des developpements 


61(14) = - e 


TZU- 

= * 4 kiv V 1 

n — — » 

izn- °° 

4 IvK' 


H t (u) = e 4l ' K ' ^ 


— — (m + 2/ii*K') s 




Si l’on augmente de 2tK' l’argument, chacune des fonctions 0 ( , 
H, se reproduit multipliee par le niSme facteur que l’expo- 



Designons par jx ce multiplicateur, c est-a-dire posons 

-Y(“ +iR ') 

nous aurons 

0j ( u -4- 2 i K') = p 0 i ( 1 1), Hi(m + 2 iK') = p Hi ( u). 

Pour passer de la aux fonctions 0 et H, il suffit de diminuer 1 ar- 
gument de K dans les formules precedentes : 0i (u) et Hi (u) de- 
viennent respectivement @(u) et +H(«), p. se reproduit mul- 
tiplie par e 1 ^, c’est-a-dire — i , et il vient 

0(b + 2 jK') = — p 0(w), H(w «+■ 2 iK') = — p Hi (a). 

Reunissons ces formules 


6i(m -4- = p0i(w), 

Hi(M4-aiK')= pHi(w), 
Q(u-h ‘liK!) = — p0(u), 
H(a-f-2t'K') == — pH (it), 


p = e k 


Si Ton ajoute la demi-periode i K', nous avons vu (n° 74) cjue 
les fonctions 0,, H { s’^changent a un facteur pr&s \ d6fini par 


\ estle multiplicateur de l’exponentielle e UUv ' correspondant a 
l’accroissement iEJ de P argument u . 

Si, dans les formules ainsi obtenues, on re tranche K de l’argu- 
ment, et si Ton remarque que \ se reproduit multiplie par f, on 
trouve les formules correspondantes pour 0 et H. On a ainsi 

0i(k -h iK r ) = X Hi(w), 

Hi(aH-£K')= X 0j(w), -~ ( 2/4 +.zK') 

0(i4-hiK')=aH(^), 

H(w -+* i*K f ) = z’X 0(zz), 

Enfin, si l’on veut ajouter la demi-periode K + «K', il suffit 
dans les formules precedentes d’ajouler K a l’argument, ce qui 
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donne 

0i(a - 4 - K n- iK r ) = i)iH(tt), 

Hj (u - 4 - K -+- iK r ) = — fX 0(a). _LZE( 2 m-}-/K') 

0 ( u -7- K — iK r ) = XHi(a), 

H(MH-K + iK')= X 0 t (a), 

77. Addition d’tin nombre entier de periodes. — Supposons 
d’abord que l’on ajoute in K a F argument; cela revient a ajouter 
n fois successivement 2 K et, com me le signe de la fonction peul 
seul changer, le resultat se deduit immediatement des formules 
relatives a F addition de 2 K. 

Supposons maintenant qu’on ajoute imiKf, on pourrait encore 
ajouter successivement m fois liYsJ) mais on peut obtenir de suite 
le resultat en remarquant que chacune des fonctions ©i et Hi est 
egale (n° 74) a une fonction admettant la periode iiK! multipliee 
par Fexponentielle 

_ JZEIff. 
e 

D’apres cela 

Hi (a -+- 2 miK ) = e h Hi (a), 

mi n 

0i (a 4 - imiK') = e K u * ml 1 0i(a); 
en remplagant dans ces formules u par u — K, on trouve 

mil c ... 

H(a + 2 = ( — i)"‘e K+mi 1 H(m), 

min ... 

0(a -+- 2 miK') = ( — i) m e K t+mi 0(a). 


Enfin, on demon trerait de meme 

_ h?l±ui 77 

II 1 [ttH-(2w + i)zK'] = e 4K 


[2r^-J-(2/7Z-f-l) z*K'] 


0i(a), 

r t \ *xrn ~ ^ [ 2 m -f- ( 2 jn + 1 ) t K' ] „ , v 

0 i[a 4 -( 2 /?z - hi)jK ] = <2 4K Hi (a), 


H[«4-(2m4-i)jK'] = ( — 1 )» ie 


-!*2+i!i2[j« + (* OT+ U iK'j , 

4K 0(a;. 


( 2 w-hl ) z *JT 


0 [ii + (2WH-i)jl'] = ( — i ) m ie 4K 


[2?«-f-(27/i-f-l) iK'] 


H(a). 


78. D 6veloppements de Hi, 0, 0j en produits infinis simples. — 
Ces d^veloppements se deduisent du developpement de H(a) 
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obleuu plus haul par Integration deh serie de cotangentes qui 
donne Z (u). Nous avons trouve (n° 72) 



n - 1 


Cherchons d’abord le developpement de la fonction 

iTzn 

6(u)= E(u-hiK'). 

inu 

Quand on ajoule t'K/ a l’argument u, l’exponentielle e k so 
reproduit multipliee par q \ le facteur 


iTZu i TC n 



. tui e 2K —e 2K 
sm -77 — 

2 k 'll 

devient 

/ i'Kti iTtu\ 

et Ton obtient 

qe 2K ' « 2K J, 

HyCj 

0(“)= T7= 

2\/q 

( inn \ " / iKu\ t 

\qe K — <2~ 7l+le K )\i—q* n -*e K 

n=i 


Si l’on fait entrer dans le produit le premier facteur, on voil 

inn i 7 U if 

que les facteurs contenant e K sont de la forme i — q- n+{ e K 

i TC u 

ou n varie de o a oo, et les facteurs contenant e K de la forme 

i 7 T ll 

1 — q 2n+ * e K , ou n varie egalement de o a oo. On a done, en 
posant pour abreger — ^ = A. 

2 Vq 

00 / inu \/ i % H \ 

0(a) = A — qtn+ie K )\i — q^+i e k J 

n = 0 

= A^i — iq cos ^ -+-q*j(i — 2 q* cos ^ 4- 


Les d^veloppements en produit de H, et de 0, s’obtiennenl 
immediatement enchangeant u en a + K dans les ddveloppements 
ci-dessus de H et de 0. 
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Le facleur A n’est pas arbitraire puisque, dans les developpe- 
ments en series trigonoraetriques des fonctions H, Hi, 0, 0 1? les 
coefficients sont completement determines. Ainsi, en identifiant 
les developpements de 0< en produit et en serie, on doit avoir, 
quelque soit x , 


A(t + 2^ COS 2 3? -j- ^ 2 )(i-4- 2<7 3 COS 2 X -f- q & ). . . 

= 1 - 1-2 q cos 2 x -b , iq'+ cos 4 & -+- 2 ^ 9 cos6a? -b 

On aurait line premiere expression de A en faisant x = o dans 
cette identite. Jacobi a montre que Texpression ainsi obtenue 
peut etre remplacee par la suivante : 

A = (i — q-){i-q’*)(\ — 

Nous admettrons ici ceresultat. On verra, dans une Note placee 
a la fin da Volume, comment on peut transformer le produit infini 
pour obtenir la serie trigonometrique et comment se presente, 
dans ce calcul, l’expression de A donnee par Jacobi. 

Nous reunissons ici les developpements en produits simplement 
infinis desquatre fonctions. En posant 


. A = (i— ? 2 )(r — — ye). . 

( J = A 2 \/ q sinzz(i — 2 q- cos 2 u -b q ! ')(i — iq k C0S2ZZ -b q 8 ). . ., 


/2K l 


111 ( — r~ j = A 2 \J q COS U(l -b 2 #- C0S2ZZ -b q'*)(l -b 2# 4 COS 2 U -b q* ) . . .. 

x / 2 K a \ . , 

B ( —■ — ) = A(i — 2 q cos ‘lie -b q~){i — '±q* cos 2 it -b q 6 ). . .. 


/ 2 K w \ 

Wi ( — - - ) = A(i -b 2# cos2 u -b q-)( i -b 2 ^ 3 cos 2 zz -b q c ). • • • 


79 . Relation 2 -^ H'(o) = Hj(o) 0(o) 0i(o). — Cette relation, sur 

laquelle nous aurons a nous appuyer, se verifie tres simplement a 
1’aide des developpements en produits infinis qui precedent, en 
snivant une methode donnee par M. Hermite (voir Note sur les 
fonctions elliptiques , a la fin de F Analyse de Serretj p. 791 
et 798). 

On a immediatement 


H 1 (0) = 2V / ?AP2, 


122 


CHAPITRE IV- 


en posant pour abreger 

P = (1+ g 2 )(l-H £*)(l + q «). . . , 
Q=(l— q) (l — g r3 )(l — S' 5 ) — > 

R = (l+2>) (M- £»)(! + 

D’apres la relation suivante due a Euler 

(I -i-q)(l+q )(it? ) (j_ ? )(,_ ? S)(i_ s 3 ) 


on voit que l’on a 




ou bien 
D’apres cela 


™=Q' 


PQR = 1. 

Hj(o) 0(o) 0i ( 0 ) = 2\/#A 3 . 

Calculons maintenant H^o) en regardant H comme un 

produit de deux facteurs dont Fun serait sinz^, nous trouverons 

H'(o) = kztyq (1 — ? 2 ) 2 ( I — ? 4 ) 2 (> — q e y. . . = l\/q A 3 . 


On a done bien Fegalite qu’il s’agissait de d6montrer 
— H'(o) = H 1 (o)0(o)e,(o). 

7C 

Remarque . — Les expressions pr^cedentes de H^o), 0 4 (o), 
0(o) montrent que \Jk et (/£', definiesplus loin (n° 83), sont des 
fonctions uniformes de la variable t = etla relation PQR = 1 

permet de montrer que ce sont des fonctions de q r6guli£res 
pour toutes les valeurs de q dont le module est moindre que 1 . 

80. Formules relatives k F^change de K et K r . — Dans la nota- 
tion de Weierstrass nous avons vu que les fonctions to'), 

p(iu [ to, of) peuvent s’exprimer a l’aide des fonctions 



w = K, <u' = iK', 

on a 

=K', ico = iK; 

£ 

on passe done des premieres fonctions aux deuxiemes en permu- 
tant K et K!. Nous allons etablir des formules du meme genre pour 
les fonctions de Jacobi. 

Convenons de designer par H(zz[K, iJL r ) lafonction H construite 
comme plus haul avec les deux periodes 2K et 2fK ; . Cette fonc- 
tion s’exprime d'une maniere simple a l’aide de la fonction H 
construite avec les periodes 2K/ et 2zK, H(zz|K', fK). Comme 

K' 

on a suppose la partie reelle de ^ positive, il en est de meme de 
K 

la partie reelle de g-,; la quantite 

q o=e " K ' 

a done un module plus petit que Punite, et la fonction 
H( m|K', «K) est 

H(u|K', iK) = *Yql sin ~ — *)/q% sin 4-. ... 

Cette derniere fonction veriGe les deux relations 

H (M-+- 2 K' | K', *!£)=— H(>|K',*K), 

H(w-+-aiK|K', iK)= — e -F (w+n{) H( M |K', iK), 

obtenues en echangeant K et K' dans les formules relatives a 
Paddition d’une periode, verifiees par la fonction H(z^) ou 
H(zj|K, z'K/). 

Ceci pose, dans le produit 

T ZU* 

iK'), 

analogue a ceux cjue nous avons consideres d£ja a propos de H< 
et de 0i remplacons u par iu; soit f(u) lafonction ainsi obtenue 

7ZU 2 

f(u) = e KK ' H(zw|K, j*K f ). 
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On verifie aisement les deux egalites snivantes, consequences 
des relations fondamentales de la fonction H, 


I 4 ) 


/(b+ aK ')=-/(», 

/(« + 2t K)=— e K /(“)• 


Ces relations sont identiques a celles que verifie H(z^|K , i K). 
En outre, les deux fonetions /(it) et H(u|K', iK) ont les mSmes 
zeros, savoir les valeurs de u donnees par la formule 


on bien 


ill = 2 mli -r 2 /uK', 

w — — 2 mi K -+- 2 7iK r y 


m et n designant des nombres entiers. 

D'apres cela, le rapport 

Xu) 

H(a|K', iK) 

est une fonction doublement periodique aux periodes aK et 21 K' 
et, d’antre part, cette fonction est partout finie : elle se reduit 
done a une constante. Designons cette constante par A i. Nous 
avons Fidentite 

7E7f- 

e~*™’E(iu\K, iK') = AiH(a|K', iK); 
on en deduil les snivantes : 

7C7I 2 

e *** 0(m|K, iW) = iK), 

__ ' :rir/2 

e *™'6 j(j«|K, jK') = A ei(a|K',iK), 

7T 71 s 

e _ ®H,(m|K,iK') = A 0(«|K', tK). 

II suffit pour cela de remplacer dans la premiere de ces identitds a 
par u + K', dans la deuxieme u par u -+- iK, dans la troisi^me u 
par u + K', en se reportant aux formules du n° 76 et a celles 
qu’on en deduit par l’echange de K et K'. 

81. Diverses notations usitees pour les fonetions de Jacobi. — 
M. Weierstrass emploie les notations suivantes reproduites dans 
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le Tr cdte des fonct ions ellipticjues de Halphen 

S'i(p) = 2 \/q sinuup — 2 J/< 7 9 sin 3 tup 2 \/q 25 sin 5 tup — . . . , 

3’ 2 (p) = 2\/q COS TUP + 2^ 9 cos 3 tip -+- 2 ^ 25 cos 5 tup 4 - . . . , 

2t 3 (p) = 1 4 - <iq cos 2 tu p — }— c iq* cos 4 tup + 2 q* cos 6 tup 4-. . . , 

3\,(p ) =1 — ‘2q C0S27UP -h '2 q* COS 4 TUP — 2 q 9 cos 6 tup — . . 

Oil 


On a seulement conserve ici la lettre q au lieu de la lettre h 
qu’emploie M. Weierstrass pour designer e i7CU . 

La correspondance entre les deux notations est donnee par 



Jacobi, dans ses Legons (Jacobi 3 s gescimmelte Werke , t. 1, 
p. 497): met % a (u, q) ou l’on mettrait, avec la notation de 

M. Weierstrass, et supprime Findice o. Briot et Bouquet 

designent les periodes 2 K et 2 jK/ par to et o/; ils emploient 
d’aulres notations reliees a celles de Jacobi et a celles de 
Weierstrass par les formules 

8i(«) = 3r*(^)= »(«), 

0,(«) = 3r,^g) =H,(b), 

e, ( « ) = 3r»(^)=e 1 ( « ) , 

«(«) = 4 (tk) = ®4)- 



, 2 g CHAPITRE IV. 

82. Relations entre les tf et les S. — Ces relations sont 


ou bien 


Hr?/.) i -" 5 
='(«)= 62 “ ’ 


3) (a) = 






tf(M) 

Cj ( tO — r~ CO -f— 


Hj(o) 


O' (to -f- of) 


-s («) = 


i ( to* — f- m) 
*(<*>') 


e e,(o) 

_ «(“) Jl"’ 


e~<i' 


6(o) 


1 Y] . 

-U- 

2 <0 «■ 


' U = 2 O) 


Si(e) 

SfU®/ 


-i 3 «. , , 3 t,(p) 

* Sr 3 (o) 

e 2 “ 


La premiere de ces relations a ete demontree (n° 21). Les 
autres s’en deduisent en tenant compte des formules relatives a 
Faddition d’une demi-periode, et en remarquant que o^, a'o, 
deviennent egales a i pour u = o. 


II. — Fonctions snw, cnii, dnw. 


83. Definitions o — Si Ton compare les multiplicateurs des 
fonctions H (u) et&(u) qui correspondent a la peri ode sK, puis a 
la periode 21 K', on voit que les premiers sont egaux et de signe 
contraire, les derniers egaux et de meme signe; il en resulte que 

le quotient admet pour les m ernes periodes les multipli- 
cateurs — i et -f- 1 . 

Jacobi a ete conduit a consid^rer les quotients des fonctions II, 
H,, 0, par la fonction 0. Posons 


sn u = A 


cn u — B — — — 1 - 


dnz^ — G 


gw 

©W’ 

Hi(m' 

©w 
©1 00 
©W* 
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(On lit les premiers membres s , n, u puis c, n, zz puis enfin 
cl , /z, zz en enongant successivement les trois lettres.) Determi- 
nons les facteurs constants A, B, C, de maniere qne les trois 
fonctions prennent la valeur i la premiere pour u = K, les deux 
autres pour u = o; nous aurons les egalites suivantes de definition 


sn zz = 


A 


H (zz) 
©(«) ’ 


cn zz = 



Ht(u) 

e(u) 3 


dnzz = \Jk’ 




/j Hz K) __ Hj(o ) 

V{K) ~ 0i(o) ’ 




ero) 

0i(oj 


La fonction snzz est seule impair e , les deux autres sont paires 
sn( — zz) = — snzz, cn( — zz)=cnzz, dn( — zz) = dnzz. 


Cela resulte de ce que H(zz) seule est impaire, n° 74. 


84. Addition d’une periode on d’une demi-periode- — Les for- 
mules relatives aux fonctions H, H 1? 0, 0, donnent immediatement 


puis 


sn(w + 2 K) = — sn zz, 
cn(zz -f- 2 K) = — cn zz, 
dn(zzH- 2 K)= dnzz, 


sn ( u -r- K) = 
cn(zz -h K) = 
dn(zz H- K) = 


cn zz 
dn zz 

— k' sn zz 
dn u 3 
k' 

d n u 3 


sn(zz -4- 2zK') = snzz, 
cn(zz -+- 2z'K') = — cn zz, 
dn(zz -h 2 i K/ ) = — da zz, 

sn(zz -h i K') = 


k sn u 


dnzz 

cn(zz H- zk ) = ~rr 


dn (zz -f- z’K') : 


ik sn u 
cn zz 
i sn u 


, T r ‘T r, \ dn zz 

sn ( u -b K -+- i k ) = ? 

v ' k cn it 


cn (zz. + K+ zK') — 
dn (zz + K+ z‘K') = 


k f 


ik cn u 
ik' sn u 
cn zz 


85. Construction, a Paid© des fonctions sn, cn, dn des fonctions 
elliptiques aux p^riodes 2 to ©t 2 w' on 2 K et 2 zK'. — Les fonctions 
sn u, cn u, dn u n’admettent pas les deuxpSriodes aK et 2 ZK'; par 
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f 2$ 

exemple snu change de signe qaand u augmente de aK. Mais il 
est aise de construire avec ces fonctions des fonctions elliptiques 
admettant ces deux periodes : Lelies sont, par exemple, les deux 
fonctions 

sn 2 u, snucnudnu, 

el, en general, toate f onction rationnelle de ces deux fonctions. 

Inversement, nous verrons plus loin cjue toute fonction el li p- 
tique aux periodes 2 K et 21 K! peut s’exprimer rationnellement a 
1 'aide de ces deux fonctions. 

Avec les fonctions de Jacobi on peut done, tout comme avec 
les fonctions p et p ; , construire toutes les fonctions elliptiques 
aux periodes 2 K et 2 fK ; . 

86. Periodicite; zeros; poles des fonctions sn, cn, cln. — Les pe- 
riodes des trois fonctions se dednisent imm6dialement des rela- 
tions ( 1 ) 


sn a admet les deux periodes 4 K et suK', 

cn u » » 4 K et 2 K 2 i K', 

dnz^ » « 2 K et 4 dv'. 


Les zeros de ces fonctions sont respeclivement ceux de 11(a), 
Hj (a), 0! ( u) a savoir 


Zeros de s rut 2 

» cn« ( 2 />i 1 ) K -f- 2 ill K/ , 

,J dn u (2m •+■ i)K -f- (2/1 4- ijiK' : 


ce sont to us des zeros simples. 

Les poles des trois fonctions sont les memes : cc sont les zeros 
du denominatenr coninmn 0(a). 

Poles de sn u, cn u et dn u... 2wK+(2«+i)/K'. 

Ces poles sont simples. 

Si l’on constant le reseau des parallelogrammes avant iiimr 
sommets, les points ‘ 1 

+ 2 niK 1 , 

chacune des trois fonctions a un pole et un z<5ro dans chaque pa- 
rallelogramine. 
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87 . Formule d’addition prelimmaireo — Nous obtiendrons 
immediatement les formules que nous avons en vue, en appli- 
quant les theoremes geueraux, sur les fonctions elliptiques, preee- 
demment etablis. 

Considerons les deux fonctions 

(5) snz£sn(zz — a), cn&cn(z£ — a) — cna, 

ou a designe une constante. Ces deux fonctions sont doublement 
periodiques aux periodes 2 R et ziYJ. Elies sont chacune du 
second ordre, car elles admettent dans un parallelogramme des 
periodes deux poles simples, a savoir ]es zeros du produit 

0( u) 0(zz — a), 

dont chaque facteur a un seul zero dans un parallelogramme. Les 
fonctions (5) ont done dans un parallelogramme des periodes 
deux zeros : ces deux zeros s’apercoivent immediatement; ce sont 
les points homologues de u = o, et u = a. En effet, chacune des 
deux fonctions s’annule pour ces valeurs de u. 

Les deux fonctions doublement periodiques (5) ajant memes 
zeros et memes infinis ne different que par un facteur constant; 
on a done 

enu cn(u — a) — cna = A snzz: sn(w — a), 

A designant un facteur constant. Ce facteur se determine en fai- 
sant u = K; il vient alors 

A cna A 1 

— c n a — A n — ? A — — dna. 

da a 

En remplacant A par cette valeur dans Pidentite precedente, on 
obtient la formule suivante d’ou nous deduirons toutes les autres 
formules d’addition 

(6) cna = cn u cn(w — a) sn u sn(zz — a) dna. 

88 . Relations entre les fonctions snzz, enzt, dnzz. — En faisant, 
dans la formule ci-dessus (6), a = o, on trouve 

sn 2 u -+- cn 2 u — 1 . 

Dans cette formule remplagons u par u 4 - zK/. En tenant compte 
A- ET L. 


9 
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cn(w h- zK') = — 


dn 

ik sn u 


ii vient 
ou enfin 


i dn 2 zz _ 

Wsh^u ~~ A 2 sn 2 zz ~ 1 

dn 2 u -+- A 2 sin 2 u = i . 


Ainsi deux des trois fonctions sn 2 z/, cn 2 &, dn 2 u peuvent s’ex- 
p rimer lineairement en fonction de la troisieme. On a, par 
exemple, 

cn 2 u = i — sn 2 zz, 
dn 2 u = i — A 2 sn 2 zz. 


89. Module. Module complementaire. — Dans la relation 
dn 2 zz-b A 2 sn 2 zz = i, 

faisons u = K ; on a d’abord snK = i , puis la relation 

dn(u-t-K) = ~ 

' dn u 

donne dnK = k r et Pon est conduit a cette consequence 

A 2 -+- A ' 2 = i ; 

le nombre k s’appelle le module 3 le nombre k 1 module comple- 
mentaire. 


90. Formules d’addition pour sn u et cn u. — Dans la formule (6) 
posons x=— o puis, dans le resultat ainsi obtenu, dchangeons p 
et a ; nous trouvons 

^ j cnzzcn(zz-{- p)h- snu dnr sn(zz 4- v) = cup, 

( cnpcn(u-{-p)4- snpdni6sn(zz-4-p)= cnw. 

Ces deux egalites vont nous donner sn^ + p) et cn(a + p) ex- 
primes a Paide de fonctions dont P argument est u ou p. 

En les resolvant par rapport a sn(u + p), il vient 


( 8 ) 


sn(zz + p) = 


cn 2 u — cn 2 t> 
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On a ainsi une formule d'addition algebrique pour la fonction snz/. 
On l’ecrit ordinairement sous une autre forme. Dans le second 
membre le numerateur s’obtient de suite en fonction de snu et 
de snp en remplaeant cn 2 ^ et cn 2 p par i — sn 2 u et i — sn 2 p: 
le denominateur est une fonction irrationnelle de ces memes 
quantites. Si nous multiplions les deux termes par la quantite 
conjuguee du denominateur, nous trouvons 

(sn 2 P — sn -u) jsnpcnzz dn?£ -f- snu cnpdnpj 

sn(z/-f-p)= 5 , 

sn 2 p cn 2 u dn 2 zz. — sn 2 u cn 2 P dn 2 P 

Le denominateur est une fonction entiere de sn 2 ^^ et sn 2 p qui 
s’annule pour u~ v ; il doit done contenir en facteur sn 2 u — sn 2 v. 
On a en effet 


sn 2 P cn 2 u dn 2 u — sn 2 u cn 2 p dn 2 p = (sn 2 p — sn 2 w)(i — £ 2 sn 2 u sn 2 p); 
alors le facteur sn 2 p — sn 2 u disparait etil reste 


(9) 


sn( u -f- p) = 


sn u cn p dn p -+• sn p cn u dn u 
i — k 2 sn ~u sn 2 p 


On obtient de meme en(w + p), en dliminant sn (u + p) entre 
les deux equations (7). Effectuons le calcul : nous trouvons suc- 
cessivement 

, » snpcnpdnzz. — snwcnzzdnp 

cn ( 11 -f- P ) — — ; 

snpcnzzdnz^ — snz^cnpdnp 

jsnpcnpdn u — snu cnz^dnpj jsnpcnzz; dn zz-i-sn zz cn p dn p| 

cn ( u -+- p ) = — l . 

sn 2 P cn 2 zz dn 2 zz — sn 2 u cn 2 p dn 2 p 


Dans le second membre le numerateur developpd est 

|sn 2 P dn 2 u — sn 2 u dn 2 p| cn u enp — sn u snp dn u dn p(cn 2 u — cn 2 p), 
Oil 

( sn 2 p — sn 2 u) j cn u cn p — sn u sn p dn u dn p j ; 
le denominateur, on Fa vu, peut s’ecrire 

(sn 2 p — sn 2 zz)(i — £ 2 sn 2 u sn 2 p). 

On a done enfin 

, s cnzzcnp — snzz sn p dn zz drip 
cn ( u -+- p) = 


(10) 


1 — k~ sn 2 u sn 2 p 
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1 3*2 

For mu les F addition pour dni£. — La formula ( 6 ) 
cn a = cn w cn ( u — a)+snwsn(ii — a) dn a 


devient, en posant a — u 4 - p, 

cn(zi ■+• p) = cn& cnp — sn w- snp dn(it -+- v). 

Cette relation donne dn(u: -h p) en fonction de cn(?£ ■+• p) * en y 
remplacantcn(w-f-p) par P expression (io) que nous venons de 
trouver, elle donne, apres des reductions evidentes, 


in) 


dn(M+ p) = 


dn u dn p — /r 2 sn u sn p cn u cn p 
i — k 2 sn^ sn 2 P 


On a ainsi les formules d’addition pour les trois fonctions sn, 
cn, dn. 


Autres formules. — Changeant dans ces formules v en — c, 
on en deduit les expressions de sn ( u — p), cn (u — p), dn ( u — r). 
On a, par exemple, 


sn(w — p) — 


sn u cnp dn v — sn p cn a dn u 
i — /c 2 sn 2 u sn 2 P 


d’ou, en retranchanl de sn ( u + p), 


( 12 ) 


sn ( « -+- p) — s n(u — p) = 


2sn p cn u dn u 


i — k l sn 2 u sn 2 p 
formule qui va nous servir a trouver la derivee de sn u. 


91 . Derives des fonctions sn u, cn u, dnw. Multiplicateur. 

Pour avoir la derivee de s nu, il faut chercher la limitc de 
sn(rt -{- h ) — sn u , ~ _ 

p -pour h — o. Pour cela transformons le numdra- 

teur comme on le fait dans la recherche de la derivee du sinus, 
en nous servant de la formule (12). Dans cette formule rempla- 

h h 1 

cons u par u + - et p par cela donne 
2 2 

sn(a-+- h ) — snu _ sn 2 cn (“ + dn + 

\ 1 — sn* ^ sn*(a -1- 
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Appelons g la limite du rapport quand u tend vers zero : 
h 

sn — 

alors tend vers g, et on trouve, pour h = o, 

•>. 

cl sn u , 

— ^ — = g cn u dn u. 
clu 

Le nombre g se nomme multiplicateur . 

92 . Expression du multiplicateur en fonction des periodes. Choix 
de periodes 2K et 2tK' telles que le multiplicateur soit egal a 

Tunite. — Nous avons a chercber la limite de quand u tend 
vers zero. D’apres la definition de snz^, on a 

g (jQ 

snw. ___ ©j(o) u 
u ~~ H^o) Q(u) 7 

et nous sommes ramenes a chercher la limite de S • cette limite 

u 

peut se determiner a l’aide du produit simplement infini qui re- 
presente H(w); eile est egale a H'(o) et nous avons demontre 
(n° 79 ) la relation 

— H'(o)= H 1 (o) 0 (o) 0 1 (o). 


L’expression de g , savoir 

0,(0) H'(o) 

6 - fltio) 0(0) ’ 

se simplifie, si l’on remplace H'(o) par sa valeur tiree de la rela- 
tion que nous venons de rappeler : g est alors donne par l’egalite 


Jusqu’ici les periodes 2K et ziYJ ont ete prises arbitrairement 
et avec le meme degre de generality que 20 et 2 to'. Dans ce 
qui suit, a moins de specifier le contraire, nous supposerons K 
et K' cboisis de facon que g soit egal a 1, c’est-a-dire nous sup- 
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poserons remplie la condition 



En tenant compte de cette condition, g — i, 1 equation qui 
donne la derivee de snzz devient 


— sn u= cnu dn u. 
an 

Ainsi, a l’avenir, K et K' ne seront plus des quantites inddpen- 
daates : elles seront assujetties a verifier la condition ci-dessus. 


93. Derivees snccessives. — En differentiant les expressions 
de cn 2 u , dn 2 u, savoir 

cn 2 u ~ i — sn 2 u , 
dn 2 a — i — A " 2 sn 2 u , 


on trouvera les derivees de cnzz, dnzz. 

Les derivees des trois fonctions sont donnees par les fornmles 

J^(sn u)— cnudnu, 

■^-(cnii) = — snzz dn u , 

du ' 

d 

— (dn u) = — k 2 snu cn u. 

On peut aisement, en partant de ces formules, calculer les de- 
rivees successives de Tune des trois fonctions. On trouvera par 
exemple, pour les derivees de snu, des expressions de la forme 

d 2 P +i 

du-P+i O nw ) = («o h- cii sn 2 a a z -+~. . .+ a p sn 2 ^ w) cn w dn u , 
d-P 

d u %p ( snM ) == (-A-oH“A 1 sn 2 zA -+- A 2 sn 4 Z£ -4-. . .+ A p sn 2 P u)sn u, 
les coefficients etant des fonctions entieres de k. 


94. D^veloppements en series entieres. — En appliquant la for- 
mule de Maclaurin aux trois fonctions snw, cn u, dnt< et en faisant 





> on trouve 


KJ 


s nu = u— 2 kx — — 4- 4^ 2 (a 2 -h 3) — — 

t.s.3 v ' 1.2.3. 4 -d 


■ 8 A -3 (sc 3 -+- 33 a) 


i it = i — 4 A* 2 ) — l ~r-r —(I-5-44 /c 2 -f-i6A^) — - — - 

I .2 1 . 2 . 0-4 I . 2 . . .6 


dn u = i- 


A' 2 « 2 


ix*«‘ + *>7xi3- w, ‘*** + *>r£3 


etl’on demontre que ces developpements sont valables quand le 
module de u est moindre que la distance de 1’origine a celui des 
zeros de 0 ( u) qui en est le plus rapproche. On voit qu’en ne- 
gligeant u*, cn u. peut etre remplace par coszz: et dnzz par cos ku; 
de plus, en negligeant zz 5 , on peut remplacer snzz: par 

sin u + A* 2 


95. Derivees des fonctions inverses. Premiere idee de l’inver- 
sion a V aide des fonctions de Jacobi. — De meme qu’en Trigono- 
metric les derivees de sin u et cos u conduisent a celles des fonc- 
tions inverses arcsine et arc cos a?, les resultats precedents nous 
fournissent les derivees des fonctions inverses de snz£, cnzz, dnzz:. 
Soit par exemple 

(i3) x = sn u\ 

cette equation resolue par rapport a u donne, pour u , deux va- 
leurs dans mi parallelogramme construit avec les periodes 4& 
et aiK/, car snzz: est une fonction elliptique admettant ces deux 
periodes et admettant deux poles simples dans ce parallelogramme. 
L’une de ces valeurs etant appelee u , l’autre est 2 K — zz; car 

sn( 2 K — u) — sn u. 

Les racines de l’equation (i3) fonnent done une double suite de 
valeurs 

u -+- 4 m K - 4 - 2 nili! , 2 K — u -+- 4 ni K 4- 2 ni ¥^! , 

m et n designant des entiers. 

Nous appellerons plus specialement a celle de ces valeurs qui, 
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suivie par continuity s’annule avec x et nous Fappellerons 
(xj) u = ar g sn# 

(Fegalite precedente s'enonce : u egale argument sn#). 
Nous voulons calculer-T-* Or (i 3 ) donne 


Done 

05 ) 


-f- = en u dn u = y/0 — # 2 )0 k^x' 1 ). 

du 


du i 

dx ~ /(I — **)(| — /c 2 tf 2 ) 


Telle est la derivee deargsn#; elle est algebrique comme celle de 
arcsine. Comme u et x s’annulent en memo temps, liqua- 
tion (io) donne par l’integration 


(16; 


- r x i= 

Jo v/o 


dx 


v/(i — # 2 )0 — k-x~) 


Inversement, si l’on est en presence d’une equation de cette 
forme, on en conclura 


u = arg sn tv, x = sn u . 

C’est ce qu’on appelle faire [’inversion de l’integrale (16). 
On trouve de meme 


d arg cn x 
dx 

d arg dii# 
dx 


i 

±Y(i — tf 2 )(/d 2 d-/c 2 # 2 )’ 


i 

rh /(i — x r ) ( x 2 — k ,% ) 


L’integrale ( 1 6) est appelee une integrate elliptique de pre- 
miere espece, sous la forme normale de Legendre. 


96 . Degenerescence. — Les fonctions sn, cn, dn se reduisent a 
des fonctions circulaires on exponentielles lorsque k~ est egal a o 
oua i. 

i° k 2 = o. L’equation (16) devient alors 


u = 



dx 


y / 1 — • x- 
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la fonction x = sn u devient done x = sin u. Les fonctions 
cn u = / 1 — sn 2 z/, dn 11 = yf 1 — £ 2 sn 2 u 


deviennent 


cnw = eos£*, dnw = 1. 


On pent verifier qu’alors les formules d’addition (9) et (10) se 
reduisent aux formules donnant sm(zj-t-p), cos (?£-+- v). 

2 0 k- = 1* Alors on a d’apres (16) 


d’ou 

puis 


:= f X -*L. = lLog — 

J 0 I — X* 2 6 I — 


e u — e~ u 

x = sn u = ; 

e u -+- e~ u 

cn u = dn 11 = v^i — sn 2 w 




97 . Relation entre pu et snw. — La fonction snu que nous von- 
Ions comparer a pu est celle dont le multiplicateur est egctl a 
l’ unite, de sorte que, si 1’on pose 


: sn u, 


satisfail a l’equation differentielle 

cl 


du. 


= v/(i — w ' 2 ) ( i — k~u~ j. 


Alors les periodes 2K et 21K! de la fonction sn z u ne sont pas ar~ 
bitraires. Elies doivent satisfaire a la condition 


t/?- 


I + 2^+2^+2 ^+... 


Au contraire les periodes 2 to et 2 to' de pu sont prises arbitraire- 
ment. ^On suppose seulement que dans le rapport ^ la partic reelle 
est positive.^ 

Considerons la fonction sn 2 ^ ou X est une constante; cette 
fonction admet comme periodes 2K7 et 2zKA. On peut deter- 
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miner \ K, K' de fagon que les periodes de sn 2 J aient des valeiirs 
donnees a l’avance 2o> et aco'. Si Ton prend 

k; «/ 

K to) ’ 

la quantlte^r est connne et la relation entre Ket R' determinera K. 
Au moyen de 1 ’indeterminee l on pourra satisfaire a la condition 

aKX = 

K' 

et, en se reportant a la valenr de on trouvera 

2lK'\ = 2 0)'. 

Prenons alors la fonction pu construite avec les deux periodes 
2 w et 2 to', et comparons-la a — - — > qui admetles memes periodes. 

X2sn2 I 

Dans un parallelogramme de periodes conlenant le point o, ces 
deux fonctions ont un seul pole, le point u — o, qui est un 
pole double. On a, de plus, quand u tend vers zero, 

H 2 

Umu 2 pu = i J lim = i. 

Les deux fonctions ont done meme partie principale dans le voi- 
sinage de u = o et la difference 


est une fonction doublement periodique aux periodes 203, .2 a/ qui 
reste finie dans un parallelogramme des periodes. Elle se r^duit 
done a une constante G et Yon a 


pu — 


X2s “ 2 ? 



Pour determiner la constante G, developpons en serie le premier 
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membre dans le voisinage de u = o. On a (n° 94) 


i _ i 

sn 2 w ~~ u 2 


sn u = u - 

i 


i i -t- k 2 


/ H-A' 2 , \ 2 


— f— dll - 


et. d’autre part, 
Done 


J 3 M=- + w2 -+" 

^ u- 2 2 . 5 


G =pu- 


i + A 2 


3 A 2 

X sn X 


1 -![- fc 2 

Faisant « = o, on a C = d’ou la relation cherche< 


pu=- 


3 A 2 

i-f-£ 2 


3 A 2 ‘ a 2 , w 


sn X 


On sait que y = pu satisfait a Fequation differentielle 

(^)’ = 4(y — ei)(r — ea)(y — e 3 )= 4y 3 — giy — ga, 

avec les conditions 

ei = pto, e 2 = p(o > -h a>'), e 3 = pw'. 

Calculons e i? e 3 en fonction de k 2 et de).; ponr u = 
~ = K, snK = i, 

r -t- A' 2 i 

‘‘-““sF - "*"!* 5 

pour w — a/, ~ =.. £K', sn(iK/) = co 

i -+- /c 2 # 
e3_ 3X2“ ; 


pour u = co + to', 


| = K + iK', sn 



r 


r i -f- /c 2 

e 2 =p(a)H-w) = 3 ^ 5 - 


/r 2 

A 2# 
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Apres des reductions evidentes, on trouve les egalites 


A-e { = 



... 2 A: 2 — i 

X-e 2 _ — 3— > 


X 2 63 = — 


i -h A 2 

— o — ? 


et on en deduit 


X 2 = 



£ 2 = 


6% — 63 
61—^3' 


k'* = 


6\ — 62 
61—63' 


Dans le cas particulier ou Fon considere la fonction pu con- 
struite avec les periodes 2Ket 2 IK. 1 eiles-memes, on a X=i et 
la relation entre p et sn devient 


pw = 


1 

sn 2 it 




98 . Tlieor&ne. — Toute fonction elliptique aux periodes 
2K et 2iK! est une fonction rationnelle de s n.~u et de sa de- 
rivee 2 sn u cn u dn u. 

En effet nous avons demontre (n° 49 ) que toute fonction ellip- 
tique est une fonction rationnelle de p u et p r u. Commc la rela- 
tion ci-dessus donne 

. 2sni£cnwdni£ 

P u = r ? 

sn 3 u 

on voit que la fonction consideree, exprim^e rationnellement en 
pu et p'u, se transforme immediatement en une fonction ration- 
nelle de sn 2 w et de sa derivee. 

Si 1 on considere en general une fonction elliptique avec des 
periodes quelconques 2co et 2 of, elle est une fonction rationnelle 

de pu et p' u , c’est-a-dire de sn 2 y et de sa ddrivee. 

99 . D eveloppements dev] et de^'en serie. — Pour avoir un de- 
veloppement de tj en serie, nous partirons de la relation entre 'Qu 
etZu demontree Chapitre II, n° 21 [equation (19)] et que nous 
recrivons ici 

- u — ^u— Zu. 
w * 

En prenant les derives des deux membres et en faisant ensuite 



= — pu — Z w, 


■2- =-e 3 — ZV. 

CO 

Z'co' pent s’obtenir en faisant u = o dans 

, , N d rH'(a + co')l 
Z(«-0(o)_ ^ [h(k+co')J “ 


rH ; ( W -f-co')i 

cl 

~Q r (u)l 

L H ( 4- to') J 

~~ die 

.0(a) J 


Or, da developpement en prodail infini de 0(w) obtenu aa 
n° 78, savoir 


0(zf) = An — 2 <7 cos "~ ■+“ ^ 2 )(i — 2 # 3 cos ~ -i- 9 g j- • .? 


on deduit successivement 


e'<» 2^ . -u / <7 a 3 

= — sin — / i 

Q(u) O) w k 

v J \ i — 27 cos 1 - q- 1 — 2 cos h# 6 


cZ 0 '(m) ~ 

— - 7- 7 — P sm — 


^Zw 0(j7) 


I — 2 # COS — -+- I — 2£ 3 COS — -f- 7 6 


2 7^ 7U a 

— COS , 

to 2 to 


P designant une fonction de u qui reste finie pour u — o. Done 


, N 2 tz~ ^ a* 

Z (“ )- — q'ty- 


et, par suite, 


o >7 CO 

2 tt 2 q n iit — 

^ = W 2 " 7 1 — ar»)2 7 ^ — e w , 


o 2 ^ ([ — qny- 
n — 1 , 3, 5, 


Pour avoir le developpement de V, dans l’egalite precedente, 


remplagons to et 03 ' par to' et — c cj — e w devient q 0 =z e 
de plus e 3 = p(co') devient e* = jd(co), et nous obtenons 


“ 0)'* — /0 
7i = i 5 3, 5 ? .... 
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100. Examples de decomposition en elements simples et d’inte- 
gration. — i° Prenons d’abord la fonction 

f{ u )— sn 2 a — S n2 a ? 

ou a est une constante qui n’est pas de la forme amK -f- ‘a/uK 1 . 
Cette fonction est da second ordre; elle admet, dans un parallelo- 
grammedes periodes aK et aiK', deux poles simples homologues 
respectivement des points + ae t — a. Le residu A relatif au pole 
u = a est 

a v u — a 

A = lim — — ? 

sn 2 a — sn -a 


pour 11 = ci. Lalimite de ce rapport s’obtient immedialemcnt en 
prenant la limite du rapport des derivees 


2 sn a cn a dn a 

Le residu relatif a l 1 autre pole u — — a est — A. On a done, en 
appelant B une constante, 

f(u) = k l (it — a)— A Z(w. + fl) + B, 
ou, en remplacant A par sa valeur, 


2 sn a cn a dn a 
sn 2 ^ — sn 2 a 


— Z ( u — a ) — Z ( 11 — (— ct j H— C , 


C designant une autre constante. Nous determinons C en faisant 
« = o, ce qui donne 


G= _scn«dna 

sna v ' 


Cette valeur de C se simplifie si l’on se reporte a la definition 
de so 

1 H(a) 

snw = — — 7 — 
sjk ©(m) 

qui donne, en prenant les derivees logarithmiques des deux 
membres, 

etut daw 6 '(u) 

snw v ' &( U )’ 



on a done en cnangeant u en a 


d’ou la formule definitive 


G = 


&(a) 

2 e ( a)^ 


( 1 8 ) 


2 sna cna dn<2 
sn'-w — sn 2 a 


Z ( u — a) — Z ( u : -f- a ) -T- 


B r (a ) 

2 e(a)* 


Cette meme formule s’obtiendrait en regardant le premier 
membre comme une fonction de a et le decomposant en elements 
simples. 

En integrant les deux membres par rapport a u ) on a 


/ 


2 sn a cn a dna 
sn 2 u — sn 2 a 


du = Log 


llXii^-a) 
H ( u -+■ a ) 


& '(a) 
' ®(«) 


const. 


I)e meme en integrant les deux membres de la formule (18) 
par rapport a a et remarquant que 2sn«cnadna est la derivee 
de sn 2 #, on a 


Log(sn 2 a — su 2 m) = LogH(# — a)-+- LogH(<z -+- u) — 2 Log0(#)-h LogG, 
n: 

On en conclut * 


C designant une constante relativement a a . 


n Hfa - tt)H(a + z/) 

sn 2 a — sn 2 a — G — -r~\ ' 

0 2 (a) 


et, en faisant a = o, 


:0 2 (O) 


sn 2 w 1 0 2 (o) 


H 2 (w) k 6 - (a) 


D 7 ou la formule definitive 


sn 2 a — sn 2 u 


0 2 (o) li(a — B)H(a + «) 
k Q 2 (a)Q 2 (u) 7 


mettant en evidence les zeros et les poles du premier membre. 

2 0 Proposons-nous maintenant de decomposer en elements 
simples la fonction 

1 

sn 2 u 


qui admet, dans un parallelogramme des periodes, un pole double 
liomologue du point u = o. Comme, dans le domaine du point 
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a~ o. on a 


_i— = -i- -{-fonction reguliere, 


sn- a li- 


on aura 

(19) 


•Z'(«) + D ; 


D designant une constanle que nous ailons determiner. Aupara- 
vant, nous changerons dans la formule (19) u en u -f- iK! , en nous 
rappelant les relations suivantes 

sn(ii -+- i‘K') = 7— - — > 
v ' k sn a 

H(u + iK')=ie + ^(w), 

dont la seconde donne, en prenant les derivees logarithmiques, 
Z(M-niK) — 


Z ''(« + iK!) = 


d Q'(u) 
du 0 (? 4 ) 


D’apres cela, la relation (19) devient, par changement de u 
en u -r /K/, 

da @(u) 

Faisant, dans cette derniere formule, u = 0 et remarquanl que 
0'(o) = o, car 6 (u) est paire, on a 


D = 


D’ou les deux formules 


e>). 
0 ( 0 ) ’ 


( 20 ) 


sn- u ~ 

*» 8 I + 

da Q(u) 0(o) 


On en deduit par Tintegration 

f du e ff ( 0 ) 

I — — = — Z (u) 4- a — — ' 
J sn *b v J 0(o 

ki f 


Co) 


const., 


s n-udu = — _ u ® O} _i_ const 

e(it) ¥<>7 + consL 
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Remarque . — La premiere des formales (20) peat se deduire 
aassi comme cas limite de la formule (18). II suffit pour cela de 
diviser Ies deux menibres de cette formule par 2 a et de faire 
tendre a vers zero. 

101 . Notations d’Abel. — Dans son premier Memoire, Abel a 
designe par s, /, F les fonctions sn, cn, dn. Plus tard, il a em- 
ploye la iettre A pour la fonction sn. Cette notation a ete adoptee 
par Briot et Bouquet, qui designent les trois fonctions sn, cn, dn 
par A, [x, v. 

sn it = A ( u ). cn it = jjl( it), dn u = v ( it). 


EXERCICES SUR LE CHAPITRE IV. 


1. Demontrer les formules suivantes, qui sont des consequences des for- 
mules d’additions : 


(0 


(->•) 


sn ( a -b b ) -+- sn ( a — b ) = 


cn(« h- b) -r* cn (a — 6 ) : 


2 sn a cn b dn b 
1 — k 1 sn 2 a sn 2 6 5 
2 cna cn b 
1 — /c 2 sn 2 # sn 2 b 9 


2 dn# dn 

dn(a -h b) dn(a — b) = ^ — - — 

v ' 1 — A 2 sn 2 asn 2 6 


sa(a + 6 ) sn(# — b) 


sn 2 a — sn 2 b 
— X : 2 sn 2 a sn 2 b 9 


1 dn 2 a dn 2 b — k'~ 
cn(a+6)cn(a-6) = F2 — 

7 c 2 cn 2 a cn 2 6 -+- k 1 ' 1 


dn(a-l-^)dn(a — b) 


( 3 ) sn(a -f- b) cn(a — b) -+- sn(a — b) cn(a b) 


1 — 7 c 2 sn 2 # sn 2 b 

2sna cn a dn£ 


1 — k 2 sn 2 a sn 2 b 


( 4 ) 


dn (ct~ b) — cn (# — b) _ dn# cn b — cn a dn b 
sn(# — b) ~ sn#-bsn 6 * 

t -t- dn ( cl — b) _ ^ sna cn b -4- sn b cna 


k sn(# — b) 


dn6 — dn# 


A. et L. 


10 
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Duplication de ^argument. — Faisant v = u dans les for mules 
({'addition et ecrivant s. c, d a la place de sn u , cn zz , dn u , il vient 


d n -2 a = 


2 scd 
r 

I — 2S 2 -r- A* 2 S 4 

i — k*s'* “ X:' 2 -{-2A' 2 c 2 — /c 2 c* 

r — 2 £ 2 S 2 -+ £2 s ’+ fc'Z _ 2 /c'2 cl‘2 -+- cl* 




I — /c 2 ^ ~ — /c' 2 +2^ 2 - 

En posant S = sn 2 zz, C = cn 2 zz, D = dn 2 zz, ces formules s’ecrivent 
i — G S 2 zZ 2 I — D £ 2 * 2 C 2 


D 




I -T- C 


c 2 


i-t-D ~ d 2 D + G c 2 z/ 2 ' 

r — C r i — D 


i^D Z : 2 ih-C 
D + G £' 2 i - D 


i -+• D /c 2 D — G 
<£ = L±-£ = / c ’i _ C 


i -+- G 


D — G 


Faisons zz = - K, alors S = i, C = o, D = k’\ done 


dn — = sj k' . 
2 


K . / i K / k' 

2 y i -f* k 2 y i -+- k 

3. Demontrer la formule de decomposition en elements simples 

k~ sn q c n a dn a s n 2 zz _ O'(a) _ i r0'(zz — a) Q'(u-ha)'] 
| ^ " L'0(tt — t 


i — k- sn 2 a sn 2 zz 


0(a) 2 


• a ) 0 ( zz -+- a ) J 


Cette formule peut se deduire de celle du n° 100 en y remplaQant zz par 
u -+- zK'. 

4. Verifier que l’on a 

— kj'snu du = Log(dnzz -+- A: cnzz). 

Montrer qu’on peut de meme determiner les constantes a , 6, a', // de 
fagon que 

a^ cn zz z/zz = Log(sn zz *+• a’ dn zz), 


6 J 11 ^ U = ^°^( cn 11 ■+■ & sn zz). 


II suffit de differentier et ({.’identifier . 
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o. Un cas particulier des surfaces minima. — Un exercice interessant 
pour appliquerla differentiation des fonctions elliptiques consiste a verifier 
que la surface decouverte par Schwarz ( Gesanunelte mathematische 
Abhandlungen, vol. I, p. 77) 

cn# -f- cn y -f- cn j -4- cn# cny cnz = o, 


avec le module k ~ - 5 est une surface minimum dont la courbure totale 
en chaque point est nulle, satisfaisant, par consequent, a la condition 
(1+ q~)r — <ipqs -f- (1 -r- p~) t = o, 

/?, q , s, t ayant leurs significations ordinaires de derivees partielles de z 
par rapport a #, y. Schwarz montre que cette condition equivaut a la 
suivante 


(r q-) t' — 2pqs -+- (1 


= / 


1 +P 1 


/dX dY\ 


pi po I-rf+f 

pi et Go sont les rayons de courbure principaux de la surface, et l’on pose 


X: 


/ 


i^p- 




Le lecteur trouvera le detail du calcul de verification dans FOuvrage de 
Greenhill sur les Fonctions elliptiques > p. 35 ; Garre, 1890. 


6 . Demontrer les relations 

0- ( o ) H (u + a) ll(u — a)= 0*(a) H«(k) — H*(a) 0 2 («)> 

e*(o) ©(»•+- a) e(u — a) = 02(a) 0 2 O) — H 2 (a) H 2 (>) 3 

= 0? (a) 0 ? (m) — H 2 (a) H 2 ( w), 

0f(o) 0(» + a) 0 (m — a) = 02(a) ©!(“)■+- HS («) H i( a )> 

H{ (o) -+- a) — a) = 0f (a) 0? (w) — 0 2 O) 0 2 O)> 

H 1 (o)0 1 (a)0 1 (w)H 1 (zi — a) — 0 ^ 0 ) ILiO) H x (z 4) ©i(^ — a) 

= 0(o) H(a) H(z^) 0(a — a). 

Hi (a) 0(a) Hj( w) 0(w) 4- H(a) 0i(a) H(it) 0i(w) 

= 0(o)H 1 (o)H 1 (ii-a)0(^ + a), 

II suffit de verifier que, dans chacune de ces formules, le quotient d’un 
des membres par Fautre est une fonction de u admettant les periodes aK 
et 2iK' et restant finie quel que soit u. Ge quotient est alors une con - 
stante que l’on determine en donnant a u une valeur particuliere. 
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ETUDE DES VALEURS REELLE3 DE sn it, cn it, dim. QUAND K ET K' 
SONT RfiELS. APPLICATIONS. 


Nous nous proposons, en vue des applicalions, de faire, pour 
Ies fonetions de Jacobi, une etude analogue acelle que nous avons 
faite pour pu dans le Chapitre III. Nous supposerons, comme 

dans ce Chapitre, que co et y sont reels, ce qui revient a sup- 
poser K et K' reels. 


I. — K ET K' REELS. 


102. Le module est reel et moindre que i. — La serie qui de- 
finit k et k‘ montre que, K et K' etant reels, k et k r le sont aussi. 
Comme on a 

k- h- A *' 2 = i , 

le module k et le module complementaire k r sont reels et plus 
petits que i . 


103. Argument reel. — Considerons d’abordla fonclion 

i H(w) 

z = sn u — — — ) - • 

sjk 0 O) 


Quand u varie en restant reel de o a K, 5 est rdel puisque, 
danslesdeveloppements en s6rie trigonometrique de H (u) et 0(w), 
tout est reel; dans cet intervalle s Yarie d’une maniere continue, 
puisque %{ii) a pour racines 2 mK+ (a/i + i)iK'. De plus, la 
derivee 

dz 

— = cnw dnw 
da 


garde un signe constant, puisque les fonetions © 4 («), 
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&(u) ne s^annulent pour aucune valeur comprise entre o et K ; 
cette derivee est egale a i pour u = o; done elle est constamment 
positive entre o et K. La fonction snu est croissante : elle est 
nulle pour u = o et egale a i pour u = K. 

De la variation de snz^ ; on deduit celle de cn« et dnzj, quand it 
varie de o a R. En effet 

cn u — sj \ — sn- u 

varie de i a o, et 

dn it — / 1 — k- sn 2 a 

varie de i a k' . 

On conclut de la les variations des trois fonctions dans tout in- 
tervalle reel en se rappelant que sn^ est impaire, que c nu et dnw 
sont paires, et que Ton a 

sn ( u h- 2 K) = — sn u, 
cn ( u -i- 2K) = — cn u , 
dn(z£-f- 2K) = dn«. 

104. Argument de la forme p -f- iK r , p reel. — L’egalite 

sn(p t‘K') = -j — - — 

/e sn p 

donne immediatement la variation de sn« quand 

u = p i'K' 

et que p varie de o a K. Comme snp croit de o a i , sn(p + zK/) 

decroit de -j- cc a - • 
k 

Les fonctions 

cn u — \J \ — sn 2 u , dn u — / 1 — k 1 sn 2 u 

sont purement imaginaires pour ces valeurs de u. 

105. Argument purement imaginaire. — Les series trigono- 
metriques defmissant H, 0, H { , 0 1 montrent immediatement que, 
u etant reel, H(zzz) est purement imaginaire; 0(m), EL(zzz) et 

(iu) sont reels. Done, snm est purement imaginaire; cn iu el 
dnzzz sont reels. 
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Pour etudier les variations de ces fonctions et meltre ces pro- 
priety en evidence, nous nous servirons des formules du n» 80, 

relatives a l’eehange de K et K.'. 

Ces formules permettent de ramener les fonctions sn tu, emu, 
dn iu, construites avec les periodes sK et atK', a d’autres fonc- 
tions sn u, cn u, dn;<t, construites avec les periodes 2K' et 2tK. 
On a par definition 

0,(0) H(«) cnM _e(£l x Mill. 

sn " = B7(^ x eoo’ cn “-H,(o) x 6(a) 

Transformons sn iu en nous servant des formules suivantes de- 
montrees n° 80 

e~^' H(tit|K, iK') = A. t H ( u | K', t'K), 

Till* 

e 4t£f 0(zzz|K, z‘K') = A H^zz) K', zK) ; 


nous avons d'abord 


H(zzz[K, zK') _ * H(zz|K\ zK) 
6 ( iu | Kj i K' ) 1 Hi ( u | K'j i K ) 


puis, d’une maniere analogue, 


0i(o|K, iK!) e^olK 7 , i K) 

Hi(o|K, iK') 0(o|K', iK.) ’ 

et nous deduisons de la 

. . sn( zz| K f , zK) 

sn(zzz K, zK') = z — 

cn(zz|K, zK) 

en designant par sn(tzjK, iK!) la fonction sntz construite avec les 
periodes 2 K et 2 iK r et par sn(tz|K', tK) celle qui s’en deduiten 
echangeant K et K'. 

En raisonnant de meme et en emplojant des notations analogues 
on demon trerait les deux, autre s formules 


ca(zzz|K, zK') ; 


cn(zz|K', zK) 5 




Ainsi, quand u est reel, la fonction sn iu prend des 
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purement imaginaires, tandis queen iu et dnzw sont reels. II serait 
facile de suivre les variations de ces dernieres fonetions : il suffi- 
rait pour cela d’etudier leurs variations quand u varie de o a R'. 
Ainsi la fonction cnfujK', z R) varie de i a o, d’apres ce qu’on a 
vupour Jes arguments reels; donccn(z«jR, i¥J) croit de i h-j-cc. 


106. Argument de la forme K 4- iu , it reel. — Prenons inainte- 
nant un argument de la forme R -4- iu en supposant que u est reel 
et croit de o a K. On a d’abord 


sn(K 4- in) 


cn ( iu ) _ 
dn(mj ? 


puis, en se servant des formules precedentes et mettant les periodes 
en evidence, on trouve 


sn(K 


iu | K, z'K') = 


T 

dn(zz|K', zK) 


La fonction est done reelle et varie d’une maniere continue 
quand u varie de o a R', e’est-a-dire de o a la demi-peri ode reelle 
de la fonction dn qui figure au denominateur. Appelons pour un 
instant k K le module des fonetions elliptiques sn(zz|R', zR), 
cn(z*|R', i R), dn(zzjK', i R) : nous avons vu que, quand u varie 
de o a la demi-periode reelle R', sn(zz|K/, i R) croit de 0 a 1, 
dn(z/]R', i K) decroit constamment de 1 a y/ 1 — k\. Done, quand u 
croit de 0 a R', la fonction 

sn(K 4- zw|K, z'K') 


croit constamment de 1 a — - 

v/i - kf 

On peut trouver directement les valeurs extremes de la fonc- 
tion : pour u = o, elle est egale a x puisque snivel; quand 

u — R', elle devient egale a j ? comme le montre la formule 

sn(p 4- iK r ) = 7—^ — ? 
v /csrH> 

dans laquelle on fait v = R. On doit done avoir 
-7 =L= = t> k t — — k’. 

V 1 — 4 
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Le module des fonctions nouvelles sn(&|K', i*K), ... est 
done k\ 


107. Resume. *— Les resultats precedents peuvent se resumer 
ainsi. Soient 0#, 0 y deux axes rectangulaires : prenons sur Ox 
OA— K, sur Oy, OB = K ; et soit C le quatrieme sommet du rec- 
tangle construit sur OA et sur OB. 

Lorsque le point dont l’affixe est u decrit successivement les 

cotes OA, AC, CB, la valeur de sn u varie deoa i, de i a ~ > puis 

de -j a — j— cc 

u 0 A C B 


On formerait de meme pour enu et d au les Tableaux suivants, 
en supposant toujours que le point mobile parcourt les cotes du 
rectangle OACB : 

u A 0 B 

cn it o i co 


u G A 0 B 

(In u o k j cc 


Fig. 7 . 


y 

B 

C 


0 

A oc 


[ 


108. Expression des periodes par des integrates definies. — La 
fonction 


z = snu 


satisfait a 1’equation 
qui peut s’ecrire 


differentielle 


dz 

du 


cna dn w, 
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•""Quand u varie de o a K, z est reel et croit constamment de o 
a i (n° 103); on a done 



dz 

v/( i z ~ ) ( i k- 


Y 


D’autre part, si l’on pose 

u = K -r- it 


et si l’on fait varier t de o a K 7 , sn u croit constamment de o a 
on en dednit 


i 



Or, en faisant le changement de variable 





Fintegrale devient 



K/ est done determine par l’egalite 



dz 




On voit que K 7 est defini a l’aide du module complementaire k 7 
comrne K est defini a l’aide du module k ; par suite, quand on 
remplace k par A*', on echange par la meme K et K 7 . C’est, sous 
une autre forme, le resultat que nous avons deja trouve, quand 
nous avons vu que le module des fonctions sn(«|K 7 , z’K), ... est 
egal a A 7 . 


109. Relations entre K, K' et k. — Les deux quantites K et K 7 , 
exprimees sous forme d’integrales definies 


(0 

oil 


K = 



✓(i 


dz 

5 s ) (i — A* s*) ’ 



dz_ 

✓(I- ) ( 1 — k'^zr) 


A'2 = I — 7c2 
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apparaissent conime des fonctions de la seule quantite k. Elies 
son l done liees par une relation et ne sont pas independantes. 
Cette relation est celle que Ion a etablie, entre K et K', pour 
rendre le multiplicateur 

. . sn u 

% = lim , pour u = o, 

0 u 


egal a i. Cette relation peut s’ecrire (n° 92) 


<'*C 



0 i(o). 


Ainsi les fonctions K et K ; de k , definies par les relations (i), 
verifient cette relation. 

Les fonctions sn, cn, dn, construites avec K et f K', sont done 
detenninees des qu’on connait k. Aussi., an lieu de les 6cri.ro 
sn(w|K, i K'), les ecrit-on plus simplement sn(?/., k), crx(u, k) : 
dn(w, k). Par le changement de k en k 1 , K et K' s’echangcnt. 

Les fonctions sn(w|K/, i K), ... s’ecriront done sn (&, k f ), 
cn (u, k ! ), dn(«, /d). Avec ces notations, les formules 6lablies 
plus liaut pour V argument purement imaginaire s’ecrivent 


sn (iu, k) = 


. sn (11, k r ) 
cn (u, k') ’ 


cn(zw, k) = 


1 

cn(z^, k' )' 


dn (iu, k) = 


dn(w., k') 
cn (u, k' ) 


Par exemple, si Ton se place dans un cas de degdnerescence 
(n° 96), k= 0 , on a k' = 1 , etla deuxieme formule donne 


e u e ~U 

COS IU = 

2 


Le module k peut prendre une valeur reelle quelconque com- 
prise entre 0 et 1 . En effet, dans la tlieorie que nous venous de 
developper, nous avons vu que, les deux quantitds reelles et 
positives K et K/ etant choisies de facon a verifier liquation ( 2 ), 
le multiplicateur est egal a 1 , et le module k donne par 

i/k = Hl ^°^ — ~h2\/y* -K.. -ttE 

0 l(G) H-2£*-h 2£9-K..' q ~~ e ’ 
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nous avons demontre ensuite que le module complemenlaire k f 
s’obtient en perm u tan t K et K', ce qui donne 




0-Wo- 




■29'5 + 5.5'S- 


?o = 


__K 

fc K' 


Quand le rapport est nul, q — o, k = o; quand ce rapport 

est infini, q Q = o, k f — o, k = i. Done, le rapport variant de o 

a oo, k varie de o a 1 5 il passe par toutes les valeurs inferieures a 1 . 
D’apres la theorie que nous avons developpee, les determinations 
de K et K/ qui font acquerir a k une de ces valeurs sont donnees 
paries integrates definies ( 1 ). 


110. Inversion. — Supposons que, k etant un nombre moindre 
que 1 , on ait trouve entre u et z une relation de la forine 


( 3 ) 



dz 




On calculera les demi-periodes R et i K! par les integrates de- 
finies ( 1 ). On construira ensuite les fonctions II, 0, H 4 , 0 ( , 
s n(w, k) : cn(u , £), dn(*/, k) correspondanles, et Ton aura 


u = arg sn^, 


z = sn u. 


\J 1 — z* = cn u< / 1 — k' 2 z 2 = dn u. 


On aura ainsi realise ce qu’on appelle V inversion de F inte- 
gral (3). 


111. Expression de K par une serie hypergeometrique. — Dans 
la formule qui definit K par une integrate definie, iaisons 
z = sin a : on aura 

1C 

K= f (1 — X : 2 sin 2 cp) 2 do. 

Jo 

Developpons, par la formule du binome, la quantite sous le 
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signe d'integration 


(i 


A : 2 sin 2 o') 2 



1 - 3 - 3 --- 2 ” — - k in sin 2 " «. 

2 . 4 . 6 . .. 2 n 


72 — 1 

D'apres une formule due a Wallis et facile a verifier, on a 


1.3. 5. . .272 — I 

2.4*6. • .9, ft 


A 2 "-*-. . . 


rz *71 r.3.5. . .271— 1 

/ sin 2// o ch = — 

/ 4 * 2 2. 4 * 6 ... 2 /i 

Done enfin 

( 0 ’ /c 2 + (S)" /ci+ - 

La serie ainsi obtenue est un cas particulier de la serie hyper- 
geometrique de Gauss 

„ . . a? a? . a(a4-l)P(|3 4-1) r 2 , 

?’^) = >+ T t + — tlFo — TT a _r " " 

On a, en eflet, 

K = - F (-, 

2 V 2 2 / 


1 12. Valeurs reelles de pu, dans le cas oti to et y sont reels, ratta- 
cliees a celles de sn 2 z£. — Supposons que la fonction pa soit con- 
stitute avec deuxperiodes 20 et 2 w f telles que 03 et y soient reels. 

Nous avons etudie ce cas en detail. Nous pouvons, a titre d’cxcr- 
cice, rattacher les resultats que nous avons obtenus a ceux du 
present paragraphe, en nous servant de la relation entre les fonc- 
lions p et sn. Nous avons trouve en general 


P“ = - 


I -f A’2 
3 A 2 


a LC 

sn 2 -r- 


avec 


2 K X = 2 to, 2 iK'A — 200 ', 


A- : 


^i — e 3 e { — e 3 

Dans le cas actuel, le polynome 


*»=f!Zi£*, A-' 2 =2iZi£i. 

e, — e 3 


45 3 — gi* — gi 



a ses racmes reelles ; le discriminant 

\ 33 0*3 — (r - 

a — S 2 O 3 

est positif. De plus, e { > e 2 > e 3 . Alors A 2 >o; la valeur de A' 2 
est reelle et comprise entre o et 1 ; les periodes 2 K et 2 zK' de la 
foaclion sn 2 ?4 sent, la premiere reelle, la seconde purement ima- 
ginaire. D’apres cela quand u est reel, pit est evidemment reel. 
Nous avons vu (n° 54) que, Fargument it elant purement ima- 
ginaire, p/7 est encore reel; cela resulte de la formule 

p(««;ss 5 ^ 3 )= — p(w;^2, — $*). 

Nous allons verifier cette formule en nous servant de Fegalite qui 
ramene pa a la fonction sn 2 w. Cherchons F expression de 

p(k; £*» — ^ 3 )* 

Ouand on change g 3 en — g z , dans Fequation 

4j' 3 — g*y — £3 = o, 

on change les signes des trois racines e f , e 2 , e z ou, en precisant, 
si e z sont les racines de Fequation precedente rangees par 

ordre de grandeur decroissante, les racines de Fequation 

4j 3 — g*y + g* = o, 

rangees aussi par ordre de grandeur decroissante, seront 

e\ = — e z , e\ — — e 2 , e’ z — — e x : 

Je carre du module de p(&, g 2 — 53 ) est egal a 

^2 ^1 

e\ — e z ~ e x —e z 

On voit que e’est le carre du complement du module de la fonc- 
tion p(u\ go, g z ); le multiplicateur de p(u; g 2 , — g 3 ) est 

X'*= -T - — y -- — - — = l 2 ; 

ei — e 3 ei — e 3 

il est le m6me que pour la fonction p(m; go, g t ). 

En resume, changer g 3 en — g 3 revient a changer k en k J , et 
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I -4- A*'* 2 , _l_ I 

p( u: g-2, — gs) — — 3 a 2 1 1* Ju i f 

sn* A 


et la formule a verifier 

p ( iu ; g 2 , g 3 ) = — P ( 11 3* £ 2 J — 4 3 ) 

equivaiit a celle-ci 


1 4 - A 2 i i 


L -u A' 2 i r 


/ iu , \ 


3X 2 


V *) 



sn ‘(j’ A j 


ou, en tenant compte de la relation A 2 + k hl = i et en posant y — r 


sn 2 (zV, A) ' sn 2 (p, A') 

eette earalite resulte immediatement cle la formule suivante, de- 


mon tree a ii n° lOo 


<. r, i sn(p, A') 
sn ^ p ’ /c)= 


Variation des valeurs reelles de pu. — Partons de la lor- 
mule 

. . ^1 — ^3 


p a = e 3 4- 




Quand y croit de o a K, sny croit de o a i; en memo temps a 
croit de o a w et pu decroit de + oo a . 

Si Ton pose y = K + et si l’on fait varier t de o a K/, sn 2 y 


• i , i ei — e : i 

varie de i a = - — — ; en meme temps, on a 


it = w 4- lt \ ; 


/ t croissant par valeurs reelles de o a u> r ,.pu va constamment en 
decroissant depuis e K jusqu’a 

Si Ton pose y = j‘K / 1 et si Ton fait croitre t de o a K, sn 2 - 
decroit de co a en m£me temps, on a 

U = to 4— t\ j 
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£ { croissant par valeurs reelies cle o a o.> ? pa croit constamment de 
e$ a c 2 . 

Enfin posons it — it , faisons croitre t de o a et servons-nous 
de la formule 

P ( lt i <T2 s ^ 3 j = — p ( t ; — ^s). 

Les periodes de la fonction ecrite an second membre sont 
et 2foj, puisqu'en changeant le signe de ,g 3 on change k en /Q par 
suite K en K/, par suite to et 0/ en % et ico. D’apres cela, quand t 
varie de 0 a nous sommes dans un cas deja etudie; p(a ; g 2 , — g 3) 
decroit de J’infini a la plus grande des racines de [’equation 

iy z —g*y + g 3 = 

c’est-a-dire — e z . Ainsi, t variant de o a -j> pQ j ©2? 5*3) decroit 

de -f-co a — et par suite p(a; £2, ©V) croit de co a 
En resume : 

i° Quand u croit par valeurs reelies de o a 0, pit decroit de 
-h 00 a ; 

2 0 Quand on a u = 03 4- ft et que £ croit par valeurs reelies 

de 0 a y’ P 11 decroit de ae 2 ; 

3 ° Quand on a et que t croit par valeurs reelies 

de o a co, pa croit de e z a e 2 ; 

4 ° Quand on a a — it et que £ croit par valeurs reelies de 0 

, to' A , 

a — ? pa croit de — 00 ae 3 . 

Cette discussion a ete resumee au n° 57 . Nous pou vons d abord 
en tirer cette conclusion que pa passe par toute valeur 7 'eelle. 
D’ailleurs l’equation 

pu — pp = o, 

id a que deux racines dans un parallelogram me des periodes, 
puisque le premier membre est une fonction doublement peno- 
dique admeltant zero comme pole double et n admettant pas 
d’autres poles dans un parallelogramme des periodes qui contient 
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zero. Les deux racines sont evidemmenl, a des multiples pres 
des period.es, egales a + v et — v. 

Nous avons ainsi defini toutes les valeurs de u pour lesquelles 
la fonclion p u est reelle. 

Etude de la derivee pour les valeurs qui rendent la fonclion 
reelle . — D’apres l’equation 

p'*w = 4 (pu — e 1 )(pu — e 2 )(pa — e 3 ), 

la derive e p r u est reelle quand pu est superieure a e { ou comprise 
entre e 2 et e 3 ; elle est purement imaginaire dans les autres cas. 
VojonSj avec plus de details, comment se comportela derivee dans 
les cas examines dans le paragraphe precedent : 

i° Quand u croit de o a to, pu decroit constamment ; la derivee 
est reelle et negative; 

2 ° Quand on a u ; = co -J- it et que t croit de o a j, pu decroil 
constamment, p’ u est purement imaginaire, la derivee de pu par 
rapport a t est negative; cette derivee est ip'u , ainsi est 
positive; 

3° Quand on a et que t croit de o a to, pu croit 

constamment, u est reelle et positive, 

Dans ctiacun des cas precedents on a examine seulement nn in- 
tervalle correspondant a une demi-periode. En se servant de ce 
que la fonction pu est paire et admet les periodes 2 to, 20 /, on 
verifiera sans peine le resultat suivant, se rapportant aux cas ou jd u 
est reelle : 

La derivee change de signe quand la partie reelle de u passe 
par un multiple de to ou quand le coefficient de i passe par un 

multiple de ^ • 


II. — Biquadrat jqije gauche. Surface des ondes. 

113. Equations de la biquadratique. — La courbe definie par 
les equations 


;o 


x — sr m. 
y = cn u. 
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dans lesquelles u designe un parametre variable, est rintersection 
de deux surfaces du second degre, puisque Ton a entre x, y, z les 
deux relations 

f = x - — 1 = 0, 

© = -+■ — i = O 

et, d 5 autre part, on peut toujours, par une transformation homo- 
graphique, ramener a cette forme les equations d’une biquadra- 
tique gauche. Nous allons indiquer les proprieties les plus simples 
de cette courbe, en nous servant de la representation parametrique 
precedente. 

Pour tous les raisonnements qui suivent, ii importe de faire choix 
d’un systeme de periodes qui appartiennent a la fois aux trois 
fonctions snzz, cnzz, dnzz. Or ces trois fonctions admettent toutes 
les trois les deux periodes 4K et $iK!. Envisagees a ce point de 
vue, ce sont des fonctions elliptiques que 1’on pourrait exprimer 
rationnellement a l’aide de la fonction p(zz| 2 K ? afK/), construite 
avec ces memes periodes, et de la derivee de cette fonction. 

Soit P un parallelogramme des periodes 4K et construit 

sur les deux periodes communes a sn u, cn u, dnzz. Nous allons 
montrer d’abord qu’a chaque point M de la biquadra tique, les re- 
lations (i) font correspondre une seule vaJeur de u dans le paralle- 
logramme P. En effet, coupons la biquadratique par un plan 

x = Xu 

nous obtiendrons quatre points M<, M 2 , M 3 , M 4 , en associant a 
x = X\, les quatre systemes de valeurs 

y —Z£LsJ~\ — x'l, z—d b\/i — k-x 

D’autre part, l’equation x = x s donne 

sn 11 — Xi = o, 

la fonction elliptique sxiu — x K ayant dans le parallelogramme P 
des periodes 4K- et l\i¥J quatre poles simples, a savoir les poles 
de snzz, y possede quatre zeros u 2 , w 3 , u h . Si l’on prend suc- 
cessivement ces quatre valeurs de zz, a chacune d’elles correspond 
un point de la courbe dans le plan x = X\. On obtient ainsi d’une 
autre maniere les quatre points M i , ML, M 3 , M 4 . Si alors on fait 

A. ET L. II 
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choix d’un de ces points, le point M*, par exemple, il lui corres- 
pond dans le parallelogramme P une seule valeur de u, la valeur 
u=u { . Done a an point de la biquadratique correspond, 
dans P, nne seule valeur U\ de u : dans le plan tout entier sur 
lequel on figure la variable u , il correspond an point une 
infinite de valeurs de u donnees par la formule 

It = ll\ -+* 4 lv -4~ 4 h 1 

m et n entiers. On a done une representation paramelrique par- 
faite de la courbe. 

Remarque. — Si l’on se donne la valeur de x, x = et si 
Ton appelle u { Pune des racines de Fequation sn u — x K = o dans P, 
les autres u 2 , ^ 3 , u.% sont donnees par 

snu — sn Ui = o; 


elles sont homologues des points 

2 K — ii\ j 2 i\i' - 4 -Ui, aK - 4 - 2 iK' — u x . 

114. Forme de la courbe. — On apergoit immediatement la 
forme de la courbe, en remarquant qu’elleest symetrique par rap- 
port aux plans de coordonnees, et qu’elle se projette sur xOy 
suivant un cercle, sur xOz suivant une ellipse, surj/’Os suivant 
une hyperbole. 

Mais voyons comment il faut faire varier Pargument pour ob- 
tenir tous les points reels de la courbe ; x et y etant supposes r6els, 
la relation 

x- -+* y 2 = i 

montre que chacune des quantites sn 2 m, cn 2 aest plus petite que i 
et Ton en conclut que u est reel, a des multiples pres des quantites 
2 K et 2 zK 7 . 

Les formules relatives a la periodicite des fonctions sn, cn, dn 
font voir que les points u et u -f-aKsont symetriques par rapport 
a l’axe 0^; les points u et u + 2 i¥J sont symetriques par rapport 
a Faxe 0#. 

Il suffit done deja de faire varier u de 0 a 2 K. De plus les for- 



cn (aK — u ) = — cn u, 
dn(aK — u ) = dm* 

montrent que les points u et 2 K — u sont symetriques par rap- 
port au plan des zx. Nousferons done varier u seulement depuis o 
jusqu’a K. Nous obtenons ainsi un arc BA de la conrbe sitae au- 
dessus da plan des xv ? allant d’un soramet situe dans le plan 
desy^ a nn sommet situe dans le plan des zx. II reste ensuite a 
completer la courbe en se servant des syme tries indiquees. 

115. Condition pour que quatre points de la courbe soient dans 
un meme plan. — L'equation que determine les parametres des 
points d’intersection de la courbe avec le plan 

A x -I- B y — G 3 — D = o 
est 

(2) A sn u -r- B cn u G dn u -f- D = o. 

Le premier membre est une fonction doublement periodique aux 
periodes et /±i¥J admettant dans un parallelogramme des pe- 
riodes quatre infinis qui sont les zeros de 0 (h), par exemple les 
points 

i K', iK'+sK, — iK\ — /K'+aK. 

La fonction ( 2 ) a done dans un parallelogramme quatre zeros 
u { , u 2 , u Zl u Si correspondant aux quatre points d’intersection du 
plan avec la courbe. La somme des zeros ne differe de la somrae 
des infinis que par des multiples des periodes 4 K- et 4 &K' : on a 
done 

( 3 ) U\ -+- u-2 u* + ^4 = 4 m K -+- 4 niK'y 

m et n entiers. Cette condition necessaire pour que quatre points 
soient dans un plan est suffisante. On le voit comrae pour trois 
points enligne droite sur une cubique plane (n°59). 

Plans bitangents menes par une tangente donnee. — Soit u 1 
le parametre du point de contact M* de la tangente donnee et u le 
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parametre da deuxieme point de contact M, on a 

211 ~r~ 2 Ui = - 4 - 4 nils!, 

a = — Hi -+* 2 7?2 K -+- 2 tu K\ 

Comme deux valeurs de u qui ne different que par des multiples 
de 4R et 4 i¥J donnent le meme point, il saffit de donner a chacun 
des nombres entiers m et n les valeurs o et 1 et, par suite de 
considerer quatre valeurs de u , savoir 

— Ill, — lli~r~ 2 K, — [i[+2 iK', — ll\ 4" 2K + 2 iK/. 

II y a done quatre plans bitangents qui passent par la tangente 
en M, ; les points de contact sont les symetriques du point M, par 
rapport aux trois plans de eoordonnees et par rapport a 1’origine. 
On voit de plus que les quatre plans bi tangents menes par la 
tangente en M, sont les plans tangents aux quatre cones du second 
ordre passant par la biquadratique (trois de ces cones se reduisent 
ici a des cylindres). 

II est facile de deduire de la que le rapport anharmonique 
des quatre plans bitangents menes par la tangente en reste 
fixe quand le point M* se deplace sur la courbe . En effet, les 
equations des quatre cones sont 

/== x 2 - 1 _j K 2__ 1==0) 

O == k-X l -+- Z-— I = 0, 

o — Ar*/=o, 

9 — / = 0 . 

Les equations des plans tangents an point sont de la forme 

P = o, Q — A ' 2 P = o, 

Q = o, Q— P = 0 ; 

le rapport anharmonique de ces quatre plans est egal a II est 
constant et Ton voit que sa valeur donne le carre du module des 
fonctions elliptiques qui ont servi a la representation parame- 
trique. 

Si 1 on prend la perspective de la biquadratique, le point de vue 
<itant au point M, de la courbe, on obtient une cubique qui passe 
par la trace de la tangente en M, ; les plans que Ton peut 
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mener par cette tangente el les tangenles a la courbe de Fespace 
ont pour traces les tangenles a la cubique menees par le point m { . 
D’ou ce tlieoreme : 

D' un point pris sur nne cubique on pent encore mener cjucitre 
tangenles a la cubique et le rapport anharmonique de ces 
quatre tangenles est constant. 

Points cle rencontre de deux tangenles d la biquadra - 
tique. — Dupres ce que nous venons de voir, si deux tangenles 
sont dans un meme plan et ne sont pas paralleles, leur point de 
rencontre est situe dans Fun des plans de coordonnees. Pour avoir 
le lieu de ceux de ces points qui sont situes dans le plan x= o, 
par exemple, il suffit de cliercher la courbe decrile dans ce plan 
par la trace de la tangente en un point variable de la biquadratique. 
On trouve sans peine que ce lieu peut etre represente par les 
equations 

_ t i 

^ ~~ cn id ~~ dn id 

et qu’il est du qua trie me degre. 

Cette ligne et les lignes analogues situees dans les autres plans 
de coordonnees et le plan de l’infini sont les lignes doubles de la 
surface du huitieme ordre engendree par les tangentes a la biqua- 
dratique. 


416 . Plans osculateurs menes a la courbe par un point de la 
courbe. — Supposons que trois des quatre points d’intersection 
de la courbe avec un plan soient confondus. La relation entre les 
parametres de ces quatre points devient 


ou bien 


Hi n- 3 u — 4 m K h- 4 ni'K! 


u-i m Tr ti . rr , 
_ + T 4K+ l4t K. 


II suffit de donner a chacun des nombres entiers m et n les valeurs 
o, i, 2. II y a done neuf plans osculateurs menes a la courbe, par 
le point Quand on projelte la courbe, le point de vue etant 
enRL, les traces de ces plans deviennent les tangentes d’inflexion 
de la cubique. 
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Plans surosculateurs . — Si les quatre points d intersection 
de lacourbe avec un plan viennent se confondre, la relation entre 
les parametres de ces quatre points devient 


on bien 


= 4 rn K -f- 4nlK' 
u = -h niK r . 


Chacun des entiers m et n pouvant prendre quatre valeurs o, i, 
2, 3 , on tr ouve 16 points. Ces points sont les sommets de la 
courbe : un des plans correspondants est la limite d’un plan bi- 
tangent dont les deux points de contact sont venus se confondre. 


117 . Deter min ation des surfaces du second ordre passant par la 
biquadratique. — Considerons une corde joignant deux points 
quelconques de la biquadratique ; il existe une surface du 

second ordre S passant par la courbe gauche et admettant Mo 
comme generatrice rectiligne. Si l’on mene un plan par la corde 
MjM 2 et siM', Ml sont les deux nouveaux points d’intersection 
de la courbe par ce plan, la droite M' M 2 est une generatrice de 
la surface S et une generatrice du second systeme, en appelant 
premier systeme celui auquel appartient la droite M d M 2 . En 
tenant compte de la relation qui exprime que les quatre points 

, M 2j M' n M 2 sont dans un m&me plan 

ii\ -f- -+- u\ h- u'. 2 = 4 ni K -+- 4 n i K', 

on voit qu 'une generatrice (Pun systeme determine de S ren- 
contre la biquadratique en deux points dont les arguments 
ont une somme constante. 

La valeur de la constante change seulement de signe quancl on 
passe d’un systeme de generatrices a I’autre pour une meme s urface 
du second ordre; elle est egale a une demi-periode o, 2K, 2 iYJ, 
ou 2K-+-2 zK ; quand la surface est Fun des quatre cones du 
second ordre qui passentparla biquadratique. 

Comme application, nous allons considerer des polygones dont 
les cotes sont des generatrices d’une surface S passant par la bi- 
quadratique et dont les sommets sont sur la courbe, et nous cher- 
cherons la condition pour qu’un polygone ainsi defini se ferme. 

Les arguments de deux sommets consecutifs sont lies par les 
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relations suivantes, dont les deux formes correspondent aux deux 
systemes de generatrices, 

ui «2 = C. ; 

Zi 3 )= G, 

ll Z -r- ll± = C, 

— (k*h- W5 ) G, 


le signe de congruence = signifiant que l’egalite a lieu a des mul- 
tiples pres des period es 4& et 4^K. / . Si l’on veut, par exemple, 
avoir un quadrilatere, on exprimera que u$ ne difiere de u K que 
par des multiples des peri odes 4& et 4 iK'. En ajoutant membre 
a membre les equations precedentes on trouve 

4 G = 4 tfiK -r- 4 niK\ 

C doit etre un quart de peri ode. Les quadrilateres ne se ferment 
que si la surface consideree correspond a une telle determination 
de G et ils se ferment toujours pour une surface ainsi definie. 

II resulte de ce qui precede qu’une surface du second ordre 
passant par la biquadraticjue est caracterisee par un argument 
elliptique defmi au signe pres. 

118. Equation de la surface des ondes. — Cette surface peut 
etre definie de la facon suivante. £tant donne un ellipsoi’de qui, 
rapporte a trois axes rectangulaires, a pour equation 



on le coupe par un plan variable passant par le centre 
Ax h- B y -t- G^j = o 

et, sur la normale au plan menee parle centre, on porte a partir de 
ce point des longueurs egales aux axes de la section. 

L’equation qui donne les longueurs des axes de la section est 

fi2B2 V*C* 

> i _i • — o. 

/■ 2 — a 2 /•*—{$* t-s— -y* 
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Pour Tun des points r, z correspondant an plan A, B, C on a 


£ __ J _ * 
A"B G ? 


&*-hy 2 -h3 2 = r 2 , 


de sorte que l’equation de la surface est 


P 2 r 2 


r 


~t~ y~ ~ 


2 — a ' 2 # 2 H-JK 2 -i- ; 


^4-jr 


En chassant les denominateurs et en supprimant le facteur 
x 2 -~-r 2 -r- z 2 on obtient 


(> 2 -r-J 2 4-s 2 )( a 2 a? 2 + psjr*-HY 258 ) 

- ( p 2 H- Y 2 ) a 2 tf 2 - ( Y 2 4- a 2 ) p 2 jk 2 - ( a 2 + P 2 ) Y 2 - 2 ■+“ a2 P 2 Y 2 = ° ■ 

La trace de la surface sur chacun des plans de coordonnees se 
decompose en deux coniques. II est facile de le voir en se reporlant 
a la definition geometrique des points dnlieu. Si Fon coupe l’ellip- 
soide par un plan tournant autour de Fun des axes, 0 y par 
exemple, Fun des axes de la section est constamment egal a l’axe 
moyen (3, l’autre est un diametre de Fellipse principale siluee 
dans le plan zOx. Les points correspondants du lieu sont dans 
le plan zOx et ils sont situes sur un cercle de centre O et de 
rayon (J et sur Fellipse que Fon obtient en faisant tourner d’un 
angle droit Fellipse principale. La trace de la surface est done rc- 
presentee par Fensemble des deux equations 


y = O, (a?2 + p2)( a 2 a7 2 H _ T 2 5 2_ a 2 y 2 ) = OJ 


on trouverait de meme pour les autres traces 

s = o, ( 0 ?* + ^* — P 2 7 2 — a 2 p 2 ) = o, 

# =o, (J2-H5 2 — a 2 )(p 2 jK 2 4-Y 2 -s 2 — P 2 y 2 )= o. 

Ceci conduit a mettre l’equation de la surface sous la forme 

^ ( (a? 2 H-^ 2 -+- -s 2 — p 2 ) (a 2 a? 2 -H p 2 ^ 2 -+- y 2 ^ 2 — a 2 y 2 ) 

( -f-(p 2 — a 2 )(p 2 — y 2 )^ 2 = o. 

G’est cette forme dont nous aurons surtout a nous servir. II est 
evident que Fon aurait une forme analogue correspondant a 
cbacun des autres plans de coordonnees. 
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119. Expression des coordonnees d’un point de la surface en 
fonction de deux parametres elliptiques. — On peut exprimer les 
coordonnees d’un point variable de la surface en fonction de deux 
parametres elliptiques an moyen des formules 

x = £ sn («, k) dn( v, /), 
y = a cn(tt, k) cn(e, l), 

3 = ada (a, k) sn(p, l ), 


le module k des fonctions de 1’argument u et le module l des fonc- 
tions de l’argument p etant definis par les egalites 



ou l’on suppose 

«<P<T- 

Nous ecrirons les formules precedentes sous la forme abregee 

x = fsd u 

y — *cc u 

z = a ds u 

en attribuant I’iudice i aux fonctions de l’argument p. 

Verifions d’abord que les valeurs de y, z donnees par ces 
egalites satisfont a 1’equation de la surface quels que soient u et p. 

En elevant au carre les deux membres de chaque egalite et en 
exprimant les fonctions elliptiques de chaque argument a 1’aide 
du sinus amplitude correspondant, on trouve successivement 

X- = (3 2 S 2 — 

_ a 2 = - <x~s 2 - a *s\ a *s*s \ , 

** = tfs\ — a 2 £ 2 s 2 sf. 

On en deduit 

a? 2_ hr 2_ ! _ S S_ p2 = (p2_ a 2)( 5 2_ I ) ) 

a 2 # 2 + «SY a = a 2 ( T 2 — P 2 )(5 2 — i), 

et comme on a pos6 

y 2 = — — 
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on voit que l’on a bien, quels que soient s et s { , 

( ^ ^ + - p* ) ( a 9 - & 2 -h p 2 JK 2 "+" T 2 53 ■ - a 9 - f ) = ( p 2 - a 2 ) ( y 2 - £ 2 )/ 2 . 

120. Intervalles dans lesquels il suffit d© fair© varier la parti© 

reelle et le coefficient de i do cbacun des arguments pour avoir 
toute la surface. — Les trois fonctions sn&, cnu, dnz^ admettent 
corame periodes 4K et4z’K / ; de meme, les trois fonctions sup, 
cn^, dnc; admettent les periodes 4L et t\ iU (en supposant que L 
et L ; correspondent a l comme K et K' a k). Mais les formules 

sn( it -+- 2K) = — sn«, dn(p -h 2 i I/) = — dnp. 

cn(u H- 2K) = — cn u, cn (p ~h2i L r ) — — cn p, 

dn(z^H-2K) = dnu, sn(p h- 2&L') = snp, 

montrent que les arguments 

ph -2 il! 

donnent le meme point que les arguments 

Uy P. 

On verrait de meme que 

U H- 2i'K', PH-2L 
donnent le meme point que 

u , p, 

et 1 on peut conclure de la qu’il suffit de faire varier la partie ima- 
ginaire de u entre deux valeurs differant de 2 i¥J et la partie ima- 
ginaire de e entre deux valeurs differant de 2 iU . 

121 . Les lignes parametriques sont ortliogonales. — Les Ijgnes 
obtenues en faisant varier un seal des parametres u et p sont des 
biquadratiques ( voir n° 113). Nous allons d^montrer que les deux 
families de lignes ainsi definies sont ortliogonales. 

Les cosinus directeurs de la tangente sont proportionnels a x r lLl 
J'uj ~'u pour un point de la ligne obtenue en faisant vainer le para- 
metre u] les quantiles correspondantes sont proportionnelles a 
y v i -v pour 1 autre ligne; nous avons done a verifier que Fon a, 





ETUDE DES VALEURS REELLES DE SnM, cn U, dnw. 

pour un systeme quelconque de valeurs de u et de v, 

x 'u °°'v h- y'uy'v -4- d u y — o. 

Calculous ces derivees : 

x' u =$cdd 1 , x v = — ,3 l* ssi c n 

y'u = — zsdCi, y v — -O.CS! cl I , 

z' u — — a fc-scs 1: z[,— odcid L . 

Dans chacun des produits x r u x^ y u y v , on trouve en 

facteur 

scdsi Cidiy 

et Pegalite a verifier se reduit a l’identite 

— P 2 / 2 -f- a 2 — a 2 /c 2 = o, 

Or 

evidente, si Ton se rappelle que l 2 = ^ A J2 (n° 119). 

122. Points singuliers. — Nous avons vu que la trace de la 
surface sur Tun des plans de coordonnees se decompose en deux 
coniques; les quatre points commnns a ces deux coniques sont 
des points coniques de la surface. Considerons, en particular, la 
trace sur le plan z Ox. On doit avoir 

y — o, cn it cn p = o. 

Pour cn u — o, on a s 2 = i , et F equation (n° 119), 
x*+-y*-hz* — = (pa— «*)(«*— i) 

montre que les points correspondants du lieu sont les points du 
cercle 

X 2 — f- — (3 2 = 0. 

Pour cn v — o, on a s\ = i , et Fequation 

a 2 ^ 2 -H — qc 2 y 2 = a 2 (y 2 — [3 2 )(sf — f) 

montre que les points correspondants du lieu sont les points de 
l’ellipse 

%-x- -b y 2 - 2 = a 2 ^ 2 - 

L’un des points d’intersection du cercle etde F ellipse est donne 
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par les valeurs des parametres u et v telles que 1 ’on a a la fois 
cn u = o, cnp = o. 

Mais cliacune des trois derivees x lL) y u) z a contient en facteur c 
ou c { et il en est de meme pour x^ z' v . Done, les developpe- 
ments dex,jK?^? suivantles puissances des accroissements A w, Ae 
donnes aux parametres a partir du point considere, commencent 
par des termes du second degre; le point est point conique de la 
surface. On verifie sans peine que ses coordonn^es annulcnt les 
trois derivees f x3 f' : f' da premier membre de Pequation de la 
surface. 

Nous avons ainsi quatre points doubles reels dans le plan zO x. 
On les obtient comme points du lieu lorsqu’on coupe Pellipso’ide E 
par un plan passant par Paxe moyen et donnant comme section 
un cercle. 

Fig. 8. 



On trouverait de meme quatre points coniques de la surface 
dans chacun des autres plans de coordonnees et il resulte de la 
definition geometrique des points du lieu qu’il n’y a pas d’autres 
points coniques a distance finie. La forme de Pequation de la sur- 
face conduit a considerer comme points coniques les points aPin- 
fini sur les quatre generatrices communes aux deux cones 

o, a 2 a? 2 n- P 2 j 2 -i- ^2 -2 = 0> 

On a done en tout seize points singuliers; quatre de ces points 
seulement sont reels : ce sont les quatre points coniques situ^s 
dans le plan zOy . 
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123. Plans tangents singuliers. — Un plan perpendiculaire a 
nn plan principal, et dont la trace sur ce plan est une tangente 
commune aux deux coniques en lesquelles se decompose la sec- 
tion principale correspondante, est un plan tangent singulier : il 
touche la surface en une infinite de points situes sur un cercle. 
Considerons, en particular, la trace de la surface sur le plan 
des xz 



et cherchons d’abord les tangentes communes a ces deux coniques. 
Si une droite 

u x 4- WZ -bl = 0 


est tangente a chacune de ces coniques, on a 

p 2 w 2 4- 3 2 tP 2 = i, y 2 it- h- a 2 tp 2 = i. 

En resolvant ces deux equations, on obtient 



S 2 w 2 = El — IE, Bw =± k'. 

r Y" — a- 


L’une de ces tangentes a done pour equation 
Ic x 4“ k — 3 = o. 


Coupons la surface par le plan perpendiculaire a zOx et ayant 
pour trace cette tangente commune. En remplacant dans l’equa- 
tion du plan x et z par leurs valeurs en fonction des parametres 
elliptiques, nous avons, entre les parametres d’un point de la sec- 
tion, la relation 

k 3 sdi -b k ' a clsi — (J = o , 


et, comme on a k f \ = l , cette relation peut s’ecrire 


ksdi -b Ids i — i = o. 


Pour verifier qne la ligne definie par cette relation est une 
conique comptee deux fois, nous allons la couperpar une surface 


p = const. 
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et monlrer cjiic Igs points dintersection sont deux a deux con- 
fondus. Les valeurs de s et de d eorrespondant aux points d inter- 
section sont donnees par les deux equations 

lisd\ -+■ ids 1 1 . 

A S S S - t- rf- = 1 . 

Or, Fequation du second degre qui donne les valeurs de s a ses 
deux racines egales ; tandis que si Fon avait coupe la surface par un 
plan quelconqne parallele a Oy, le meme calcul aurait conduit a 
deux valeurs distinctes de s . Done le plan 

kx -4- ks = p 

coupe la surface suivant une conique comptee deux fois et, comme 
il nV a pas de ligne double sur la surface, il est tangent tout lc 
long de cette conique. 

On pent verifier le resultat precedent au moyen d’un calcul 
plus symetrique, en formant une combinaison homogene des deux 
equations precedentes en s et d , savoir 

(k-s 2 -h d 2 )(l-s] d\) — (ksdi -f- dlsi)*= 0. 

Cette equation donne les valeurs de Or, en transformant lc 
premier membre d’apres l’identite 

(A 2 -*- B 2 )(A ' 2 + B' 2 ) — (AB'-h BA ') 2 = (AA' — BB') 2 , 


on voit qu’il se reduit a 

(klss l ~~ cldi ) 2 , 

et l’on retrouve que les points d’intersection sont deux a deux 
confondus. Mais on peut, en outre, deduire de ce calcul une 
forme de Fequation de la surface mettant en Evidence les plans 
tangents singulars perpendiculaires au plan zOx . Nous avons 
remarque qu’on a Fidentite 

1 — (ksdj -r dlsi)~~ (kiss 1 — cld 0 2 , 

en supposant s et d d une part, et d { d’autre part, lies par les 
relations 

£ 2 s 2 H- d' 2 =z i, 


l*s\-+-d\ = 1. 
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Cette identite peut s’ecrire 

— (ksdx -h dhi — i )(Jcsdi-r- dlsi -r* 1) == (klssi — dd t )-. 
et, en y changeant s { en — s { , on en deduit 

— (ksdi — dhi — i)(ksdi — dhi -h i) == (khsi -4- dd\ ) 2 . 

Multiplions membre a membre ces deux identites et designons 
ies parentheses situees dans les premiers membres par q u q*, 
q z , q 4? nous obtenons la nouvelle identite 

qi q-iq^qi^ ( k 2 i 2 s 2 s f — d-d \ )-, 

qui peut encore s’ecrire 

q i q-2 q z q^( k’ 2 s 2 4- l 2 Sj — i) 2 , 

et qui donne la forme cherchee de l’equation de la surface; il 
suffit d’j remplacer s, d , s i7 d K en fonction des coordonnees x , 
jh s du point correspondant de la surface; 

q £ =— ksdi -f- hi d — i 

devient 

Qi = 

H 

q q Z: q.’t se transforment d’une facon analogue. D’autre part 

l-s\ -+- k- s - — i 

devient (n° 119), en designant par \ et p. des constantes, 

<?0, y, s) « A 2 (a-2? 2 -f- p*y* 4 - T 2^_ a2 p 2 ) 4. ^(^4.^24. _ a s) - r, 

et l’on obtient pour la surface 1’equation 

QiQ 2 Q3Qi = ? 2 * 

Cette equation montre d’abord que la section de la surface des 
ondes par le plan = o est la conique section de la surface <p 
par le meme plan, comptee deux fois. Cette conique est un cercle, 
car en cherchant les plans reels qui donnent des sections cir- 
culaires dans la surface cp, on trouve que ces plans sont paralleles 
aux deux plans 
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ou bien 
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k-x- — k' 2 z 2 = o, 

(kx + k'z)(kx-k'z) = o. 

Nous a vo ns trouve quatre plans tangents singuliers correspon- 
dant au plan zOx ; on en trouverait de meme quatre autres corres- 
pondant aux deux autres plans de coordonnees, et quatre autres 
qu’on peut definir comme les plans tangents communs aux deux 
cones 

x 2 + y 2 -f: 2 =o, a 2 x 2 -+- p 2 7 2 f z 2 = o. 

On a ainsi seize plans tangents singuliers dont chacun touche la 
surface tout le long d’une conique. 

124 . Forme de la surface. Distribution des valeurs des para- 
metres. — La Jig. 8 ( l ) indique les sections de la surface par les 
trois plans de coordonnees. La surface se compose de deux 
nappes reunies par quatre points coniques et dont Tune est tout 
entiere situee a l’interieur de l’autre. 

Elle est representee, en perspective, dans la fig . 9 : on a 



(*) Ces figures sont empruntees au Traite de Geometrie de MM. Rouche et 
de Comberousse; Gautbier-Villars. 
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On a represente {Jig* io) le corps solide ou noyau qui serait :e- 



couvert par la nappe interieure seule, et {Jig* u) la- section de 
la surface par un plan passant par les quatre points coniqucs. 


Fig. it. 



Clierchons 

relation 


entre quelles limites varient s el s,. D’apres la 


si nous coupons la surface par une sphere concentrique, tout le 
long de l’intersection 5 reste constant, x, y, 2 sont a des facteurs 
constants pres egaux a d t , Ci, Si; l’intersection est une biquadra- 
tique. Le carre du rayon de la sphere peut elre represente par 

p2= a 2 -i-(8 2 — a 2 )s 2 - 

Pour .que la sphere rencontre la surface, il faut que p 2 son 
positif et compris entre a 2 et y 2 : s- doit done etre positif et com- 

I 

prxs entre o et^- 


A. ET L. 


10 
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Quand s 2 varie de o a i , la biquadratique formee de deux ovales 
separees par le plan yOz decrit la nappe interieure de la surface. 

Quand s- varie de i a p la biquadratique formee de deux ovales 

separees par le plan x Oy decrit la nappe exterieure. 

De meme, d'apres la relation 

? 2 y 2 + 7 2 * 2 -* 2 P 2 = a *(Y 2 - 


on voit que s' varie entre o et A une valeur donnee de s { 

correspondent des points situes sur une biquadratique; quand s \ 
varie de o a i la biquadratique formee de deux ovales separees 

par xOy decrit la nappe interieure; quand s* varie de i a ^ la 

biquadratique formee de deux ovales separees par yOz decrit la 
nappe exterieure. 

On deduit aisement de ce qui precede le moyen de determiner 
la nature des arguments qui correspondent a un point pris sur 
Pune des nappes de la surface et la position du cbemin decrit par 
le point M d 5 arguments u et v, quand on fait varier un seul de ces 
arguments. 

Prenons, par exemple, un point M 0 sur la nappe interieure et 
dans le triedre des coordonnees positives; l’un des systemes d’ar- 
guments correspondants sera forme de deux valeurs reelles u 0 , p 0 
telles que Ton ait 

o<z^ 0 <K, o<p 0 <L* 


Nous avons deja remarque que le meme point est donne par les 
valeurs 


(^K— u 0 , ^ L — v 0 ) 


des arguments, et il est evident qu’on peut partir de M 0 avec le 
systeme u 0 , c 0 et revenir au m£me point avec le systeme 
(2K— 2L— p 0) en faisant varier successivement un seul des 
arguments. 

Voyons, en detail, comment se deplace le point M <T argu- 
ment u , c, quand, u restant egal a u 0: v varie de a 2L-P0 
puis, quand, v restant egal aaL- ? 0 , u varie de u 0 a aK — u 0 . 
Pour u — Wqi une biquadratique formee de deux ovales que 
separe le plan des yz. Comme nous ne considerons que des va- 
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leurs positives de v, Ie point II restera sur P ovale de droite: 
soil C v cette ovale. De meme, pour v = v Q , on a line biquadratique 
formee de deux ovale s separees par le plan des xy. Le point M 
restera sur P ovale situee au-dessus de ce plan; soit C u cette ovale. 
Cela pose, quand v varie de v 0 a L, puis de L a 2L — t- 0 , le 
point M se deplace sur depuis M 0 jusqu’au point le plus baut 
de Povale, traverse le plan des zx et vient en M' 0 , sjmetrique 
de M 0 par rapport a ce plan. Quand ensuite u varie de u 0 a K, 
puis de K a 2 K — u Q , le point M se deplace sur C u depuis M' 0 jus- 
qu’au point de la courbe C u situee dans le plan zOx et dont Vx 
est positive, traverse le plan z Ox ex. revient en M 0 {fig- 12). 


Fig. 12. 



Remarquons encore que les points de G u ou la tangente est pa- 
rallel a O y sont sur le cercle 

= o, 

ou plus exactemenl sur Pun des deux arcs de ce cercle qui appar- 
tiennent a la trace de la nappe interieure; les points de Q, ou la 
tangente est parallele a O y sont sur l’ellipse 

a 2 a? 2 -b y 2 ^ 2 — a 2 y 2 = o, 

ou mieux sur Pun des deux arcs de cette ellipse, qui appartiennent 
a la trace de la nappe interieure. 

Pour un point de la nappe exterieure Pun des systemes de va- 
leurs de u, v est de la forme 

u — K 4- ia\ p = L -+- ib’j 



i8o 


CHAPITRE V. 


a! et b r etant reels ; F autre systeme est alors forme des valeurs con- 
juguees 

2 K — u = K — ia\ 2 L — p = L — ib’ . 

On verra, comme dans le cas precedent, comment on pent 
passer d’une maniere continue da premier systeme au second. 

Remarque . — Le fait qu’a un point donne correspondent 
deux systemes distincts de valeurs de u et o, donne lieu a une 
complication analogue, d’une cerlaine fagon, a celle qu’on ren- 
contre dans Fetude des fonctions algebriques. La discussion pre- 
cedente montre comment on pourrait faire disparailre, en partie, 
cette complication, en considerant la surface des ondes comme 
formee de deux feuillets reunis suivant des lignes joignant deux 
des points coniques. 


III. — Pendule simple. Slastique plane. Corde a sauter. 

Mouvement a la Poinsot. 

12o. Pendule simple. — Quoique la theorie du pendule simple 
se deduise comme cas particulier de celle du pendule spherique 
que nous avons traitee a l’aide des fonctions p et o', nous la 
reprenons ici a tilre d’application des fonctions sn, cn, dn. 


Fig. i3. 



, Prenons un axe Os 'vertical et dirige vers le haul, l’origme 
etant an point de suspension du pendule, et supposons le mobile 
lance du point le plus bas M 0 (*=_ /) avec une vitesse initiate p 0 ; 
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le theoreme des forces vives donne 

c - 

u 2 =2 g(a — z) avec a— — l ~ -• 

i° Supposons d’abord que la droite II (z = a) coupe le cercle 
en A, A', c’est-a-dire que Ton ait a <C l, ou r 0 <C Le mou- 

Yemeni consistera alors en oscillations isochrones entre A et Ah 
Prenons pour variable Tangle M 0 OM = 9. Nous avons 

z = — l co$0, a — — l cosa, 

en appelant a Tangle d’ecart maximum M 0 OA. L’expression de la 
vitesse est 

__ds _ l cl Q 
P ~ clt dt 


et Tequation des forces vives devient 


qu’on peut ecrire 



2^Z(cos 6 — cosa), 


d’ou 





d 0 



Nous prendrons le signe + en supposant que le mobile monte. 
En comptant le temps a partir du moment ou le mobile part 
de M 0 et en posant 

.0 . a 

sm - — u sin - ? 

2 2 


on a 



da 

/(i — m-)(i — k ' 1 u 2 ) 



. « a 
sm 2 - 


On est ainsi ramene a une integrate elliptique et Tequation ci- 
dessus resolue par rapport a u peut s’ecrire 
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on obtient ainsi les coordonnees /sin 8 et /cos 8 du mobile en 
fonction uniforme du temps. 

Pour avoir le temps T que met le mobile a aller de M 0 en A, il 
faut faire varier 8 de o a c’est-a-dire u de o a 1 ; done, en posant 



du 

/( 1 — w 2 )(i — k ' 2 w 2 ) 


on aura 


pour T la valeur et la duree de l’oscillation simple 

sera aK \Tr Si l’on ajoute cette quantite a £, le mobile doit 

prendre la position M 7 symetrique de M et sin 6 doit changer de 
signe. ce qui fournit une verification de la formule 


sn(a? + 2K) = — snx. 


2 0 II nous faut maintenant considerer le cas oil la droite II ne 
rencontre pas le cercle, e’est-a-dire oil l’on a a > /. L’equation 
des forces vives p 2 = 2 g(a — s) peut s’ecrire 

l- = 2 &( a + / cosO) = 2g[a + / — 2 l sin 2 

on 

KS)" = 2 * (a+ K i- * 2sin ^)’ 

2 l 

en posant k 2 = — — k 2 est plus petit que 1 puisque a est plus 
grand que /. En resolvant par rapport a dt, posant 

a — - 

2 l 

0 

et prenant u = sin - comme nouvelle variable, il vient 



du 

/(I— M 2 )(l — l&U?) 
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d’ou, en resolvant par rapport a zz, c’est-a-dire en faisant Fin- 
version 

. .6 

u z= sn(ht ), sin-=sn(A t ). 

On en deduit 


cos 


0 

2 


= l — sn- {It ) = cn ( A t). 


Le temps T que met le mobile a arriver au point le plus liaut 
s’obtient en faisant varier Q de o a tt, c’est-a-dire u de o a i; il est 

done —• 

3° II reste enfin a traiter le cas intermediate ou la droite IT 
serait tangente a la circonference donnee : a — l. On pent alors 
effectuer les integrations a l’aide de fonctions exponentielles (cas 
de degenerescence), car le module k des fonctions elliptiques 
precedentes devient egal a t . Revenons, en effet, a Fequation 
des forces vives v 2 = 2 g(a — z), nous l’ecrirons 

Z- j = 2 ^-(Z -h Z cos6) = cos 2 

et, en integrant, 

y/f / = log tang (°- + |). 

La conslante d’integration est nulle puisque t doit s’annuler 
avec 0. Lorsque t croit indefiniment, 9 tend en croissant vers la 
limiter; le mobile s’approclie indefiniment du point le plus haut 
sans jamais l’atteindre. On a alors 

0 e \t e — It 0 2 

sin - — v? j cos - = -y ’ 

2 2 e^-he-M 


1 etant egal a 



Remarque sur l interpretation de la periode imaginaire 
2 i¥J. — Placons-nous, pour simplifier, dans le premier cas (i°), 
ou le pendule oscille entre les points A et A 7 . Supposons que la 
pesanteur change de sens et que le pendule oscille sur 1 arc supe- 
rieur As A', entre les meraes points A et A'. Pour avoir les for- 
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mules relatives a ce nouveau mouvement, il suffit cle changer, 
dans les formules du premier cas (x°), a en tc — a et, par suite, cle 

remplacer le module k == sin » par son complementaire 1 J — cos ~ • 

Les fonctions elliptiques qui donnent le nouveau mouvcmcnl, 
sont done construites avec le module complementaire cle k ct, en 

particulier, la duree de la nouvelle oscillation simple est — 

(Comptes renclus, t. LXXXVII, p. 1074)- 


126 . Elastique plane sans pression. — Nous avons deja vu 
(n° 68) qne le probleme de Y elastique gauche conduit aux memos 
equations que l’etude du mouvement d’un corps pesant cle revo- 
lution, suspendu par un point de son axe. 

En particulier, le probleme de Felastique plane sans pression 
conduit aux memes equations que 1’etude du mouvement d’un 
pendule simple. C’est ce que nous allons montrer rapiclement. 

Imaginons une tige elastique dont la fibre moyenne afleclc a 
Petal naturel, la forme d’une courbe plane connue C 0 et soil p 0 


Fig. 14. 

x. 11. 



la valeur du rayon de courbure en un point M de cettc courbe. 
Supposons ensuite qu’on deforme la tige en faisant agir sur ellc 
des forces quelconques, mais de telle fagon que la fibre moyenne 
reste plane et prenne une nouvelle forme C. Le rayon cle courbure 
en M devient alors p. Dans cette position d’dquilibre contraint, 
les forces elastiques sont determines d’apres les lois suivantes : 

Si 1’on coupait la tige en M, pour maintenir l’dquilibre il 
faudrait appliquer a la section en M une force T dans le plan clc 
la courbe C et un couple dont l’axe est perpendiculaire a ce plan 
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et dont le moment N est proportionnel a la variation de la cour- 

bure * : 

P Po 



B designant un coefficient constant qui depend de la nature de 
la tige. 

Nous traiterons ici le cas simple ou la tige est primitivement 
rectiligne , ~ = o, et ou Pon fait agir seulement sur ses extre- 

mites Mi et M 2 deux forces T\ et T 2 situees dans le plan de la 
courbe d’equilibre et deux couples etN 2 ayant leurs axes nor- 
maui a ce plan. Les deux forces T, et T 2 sont egctles et opposees, 
car les seules forces exterieures appliquees a la tige en equilibre 
etant les forces T< et T 2 et les couples N { et N 2 , la somrne des 
projections de ces forces sur un axe quelconque doit etre nulle. 
Les forces T { et T 2 forment alors un couple qui fait equilibre 
aux couples N< et N 2 . 

Prenons pour axe Ox une droite parallele a et T 2 . Soit M 
un point quelconque de la fibre moyenne : si la tige etait coupee 
en Mia partie MjM serait en equilibre sous Paction des forces 
exterieures suivantes : i° la force T 4 et le couple N< agissant sur 
Pextremite M i? ‘ 2 0 une force T et un couple N agissant sur M; le 
couple N a pour moment 



puisque nous supposons — = o. 

Ces forces exterieures appliquees a Parc M { M se font equilibre. 
Done, T est egal et oppose a TV En outre, la somme des mo- 
ments de toutes les forces exterieures, par rapport a un point du 
plan doit etre nulle. En prenant la somme des moments par 
rapport a O, nous avons 

TijKi— T>— NiH-N = 0, 


d’ou, en remplagantT parT* etN.par une equation dela forme 
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c 2 designant une constante positive et b une autre constante. On 
petit toujours deplacer l’axe des x parallelement a lui-meme de 
facon a faire disparaitre cette derniere constante et a ramener 
ainsi Tequation de la courbe a la forme 

i Z. 

p c*' 


Nous alions montrer que, lorsqu’un point decrit la courbe elas- 
tique avec une vitesse constante, la normale en ce point oscille 
comme un pendule autour de la perpendiculaire abaiss<$e de ce 
point sur la ligne d’action des forces T, c’est-a-dire sur Ox ( 1 ). 

Soil, en effet, 0 Tangle de la normale en M avec cette perpendi- 
culaire ; si le point mobile se deplace de ds la normale tourne de 
Tangle db et Ton a 

<rZ0 i y 

ds p c- ; 

d’ou, par differentiation, 


(0 


cZ' 2 6 __ i dy 
ds 2 c 2 ds 


psinO. 


Si Ton pose - = y Z, on retrouve Tequation du mouvement 
pendulaire 

fr 0 g . A 

IF == “" 7 sin0 - 

Pour integrer Tequation (i), multiplions les deux membres 
db . , ' 

P ar et mtegrons : ll vient 

UJ =^ (cos04 -^)’ 

p. designant une constante arbitrage. On a alors 

y- j - c "d~ s ~ c v / 2 ( c ° s 0 h - ( a ). 

Trois cas sont a distmguer, correspondant aux trois cas ren- 
contres dans le pendule simple, suivant que pi est compris entrc 
— i et + i , superieur a 1 , ou egal a i . 


(•) Comparer 4 Greenhill, Fonctions elliptiques. 



rremier cas . — uans le premier cas on peut poser 


[j. = — cos a. 

L’angde 0 varie de — a a H-a; la courbure efc l’ordonnee y 
s’annulent pour 9 = a. 

On a ainsi la forme de la courbe ( fig . i4, I). Les points cor- 
respondant a 0=±:a sont les points B et B'. Cette forme de 
courbe correspond au mouvement oscillatoire du pendule. 

On a trouve dans ce cas, pour le pendule, 

sin - = k sn t 
2 



avec A* = sin^* On a done actuellement par le meme calcul, en 
faisant - = t 


.6 7 s 6 s 

sin - = k sn - ? cos - = cin-, 
2 c i c 



c~ s 

y = — = 2 kc cn - • 
p c 


Calculons enfin x en fonction de s : on a 

= cos 0 =i — 2 sin 2 - = i — 2 A ' 2 sn 2 - • 
ds ic 

D’ou, en integrant de o a s et se rappelant la formule du n° 100 




Deuxieme cas. — Si l’on a|i>i, 0 peut varier de o a .y 
et - ne s’annulent jamais ; la courbe a la forme II de la fig. i4- 
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Ce cas correspond an mouvement revolutif du pendule. On 
acheverail le calcul comrae dans le cas precedent, en employant 
les memes transformations que pour le mouvement revolutif du 
pendule simple. 


Tj 'oisieme cas. — Si jjl = i, on se trouve dans un cas de dege- 


nerescence. On a alors 


~r — 4 C0S 
ds ] C 2 2 


ds 

c 


d- 

2 


O i 0 7T 

- = Log tang ( 7 -h 7 


tan 


KHM 

4c 


y — 2C cos - 
J 2 


0 


e c -he c 


dx = cos 6 ds = ( 2 cos 2 i ) ds = 2 C cos ds, 


0 d(\ 


2 2 


. 0 e c — e c 

x = 2C sm s = 2C — s. 

2 £ _£ 
e c -he c 


La courbe est alors asymptote a l’axe Ox, comme on le voil en 
faisant tendre 6 vers zb tt, els vers zb oc. 


127. Corde a sauter. — Imaginons une corde homogene dont 
on tient les deux extremites et qu’on fait tonrner Ires vite autour 
de la droite joignant ces deux extremites. On peut alors negliger 
Faction de la pesanteur sur les divers elements de la corde et 
chercher la figure permanente que prend la corde dans son mou- 
vement. Par rapport a un systeme d’axes tournant avec la corde, 
cette figure permanente est une position d’equilibre relalif. 
D’apres la theorie de l’equilibre relatif, on doit exprimer qu’il y 
a equilibre entre les forces agissant reellement sur chaque Ele- 
ment de la corde et les forces centrifuges. 

La force centrifuge agissant sur un element de masse m est 
perpendiculaire a Faxe de rotation et repulsive; elle a pour inten- 
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site men 2 ;*, to designant la vitesse angulaire constante de la rota- 
tion et r la distance de P element m a Paxe. 

En prenant Paxe de rotation pour axe Ox , on est done ramene 
a un probleme sur Pequilibre des fils qne Pon pent enoncer ainsi : 

XJn fil est attache en deux points de l’ axe Ox et chaque 
element du fil est repousse par V axe proportionnellement it sa 
longueur et it sa distance it l 7 axe . 

Toutes les forces qui agissent sur le fil rencontrant Paxe Ox, le 
moment de la tension par rapport a cet axe est constant tout le 
long du fil; mais, commele fil est attache en deux points de Paxe, 
le moment de la tension aux extremites est nul; ce moment est 
done constamment nul et Pon a 


d’ou 






dv dz 

y- — =°, y=mz. 


m etant une constante. La figure d’equilibre est done dans un plan 
passant par Paxe Ojt. Prenons ce plan pour plan des xy, la force 
agissant sur P element ds est perpendiculaire a Ox, repulsive et 
proportionnelle a Pordonnee y 

Y ds = \j.y ds. 


Les equations d’equilibre sont done 


d 



o , 



\xy ds — o ; 


la premiere donne T = A, on Pon peut toujours supposer A 

positif en complant les arcs s dans un sens tel que x croisse 
avec s; en portant cette valeur de T dans la deuxieme equation et 
p os ant 


dv , 

tic ==7, 


A 


2 

5*’ 


ds = dx\J i - x-y = 


dyi/i-t-fi* 


y 


on a Pequation 


y dy , 2 y dy 


et en integrant 


v^r ' 2 



b* 




h ' 1 designant une constante necessairement positive puisque le 
premier membre est positif. Isolant le radical, elevant an carre el 

remettant pour y’ sa valeur on a 


clx — 


a 2 dy 


Comme le fil est attache a Taxe Ox, Tequation doit donner une 
valeur reelle pour y r quand y = o, done & 2 >a 2 . En designant 
par ?(y), le poljnome bicarre place sous le radical, on a 

?{y) = (b 2 -ha*— y 2 )(b*— a— 7 2 ); 

j/partant de zero ne peut varier qu’entre — b* — a 1 et +\J b 8 — cC\ 
Construisons la courbe. Supposons que le fil soit attache en O 
{fig. 10) et qu’il soit situe dans Tangle y Ox : alors x croit 


Fig. i5. 



(C) 



a-dy 

vVCr)’ 


y croissant, ^ croit, jusqu’a ce que y = y/& 2 — a 2 ; 
la valeur 



** . 
vVr)’ 


x atteinl alors 


on a ainsi la branche OA, ; la tangente en k K est horizontal . A 
partir de cette valeur, y decroit et, pour que x continue a croitre, 
il faut prendre le signe devan t sf*f{y) : on a ainsi une nouvelle 
branche A i M < symetrique de la premiere OMA 4 par rapport a 
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l’ordonnee A { B*, car a des variations egales de y correspondent 
des variations egales de x. Pour v — o on obtient le point 0 { 
d’abscisse 2:; puis ? y devenant negatif peut decroitre jusqu’a la 
valeur — \ — a-* Pabseisse croit to uj ours jusqu’a la valeur 3 c, 

ce qui donne le point A 2 , oil la tangente est liorizontale. Ensuite y 
augmente de nouveau de — y A- — a- a -f- ^L^—ctr ; il faut prendre, 
a partir de A 2 , le signe ~ devant le radical, et Ton obtient 
Fare A 2 0 2 A 3 coupant Faxe an point 0 2 d’abscisse 4 i? etc. Les 
branches de courbe ainsi obtenues successivement sont toutes 
egales a la premiere. La courbe est done analogue a une si - 
nusoide . 

Integrons les equations par les fonctions elliptiques. Faisons 
dans Fequation (C) de la courbe 


(1) y ■=. t\/ b ’ 1 — a-. 





2 a- 

b*—- a- ; 


elle prend la forme suivante : 


d’ou 


ale' 



dt 

v/(i — * 2 )(i — 




x\f 2 
~aF’ 


y = b- — a- sn 


xsj^ 

ak' 


Ainsi la courbe donne la representation graphique de la varia- 
tion de la fonction sn. 

La differentielle ds de Fare de courbe est 


en faisant dans cette formu] e la substitution (1) ci-dessus, on 
trouve pour l’abscisse £ du point A* et la longueur \ de Fare 
les deux expressions 

ak' f * 1 dt __ ak' ^ 

/a J 0 ~ *-)(> ~ k' t- ) \J 7 i 

a f* ( 1 — H k- — 2 k- t-') dt 

k r \/zj 0 /U — «*)(i -tet"-) 



car le point A 1 s’obtient en faisant t = 1 . 
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Qaand a et £ sont do lines {1 etant superieur a car 1’arc Ok, 
est superieur a sa projection OB<), les constantes a el A- ont un 
seul systeme de valeurs, sous la condition A 2 <i. En effet, en 
calculant A — £ et A + 5, on trouve 



Pour A 2 = o, le rapport du second membre est nul; A ’ 2 angmen- 
tant, le numerateur augmente evidemment et le denominateur 
diminue, done le rapport augmente et pour k- = i le rapport 
est i . Ce rapport passe done une fois el une seule fois par la va- 

leur donnee • La constante A 2 a done une valeur et une 

X-r- q 

seule; l’expression ( 2 ) de £ donne alors pour a une seule va- 
leur K T 

Determination des constantes . — Le fil ayant une longueur 
donnee l et etant attache an point 0 et au point O' de Paxe Ox 
d’abseisse a ? il y a une infinite de cas possibles. 

i° Le fil n’a qu’une seule onde entre 0 et O' {fig* 16 ). Alors £ 


Fig. 16. 



est la moitie de a ? \ la moitie de t. Les quantites \ et A etant 
connues, la constante A 2 a une seule valeur donnee par l’equa- 

tion (3); puis a= 

2 0 Le fil a deux ondes entre 0 et O'. Alors £ = - ? \ \ ; A 2 a 

4 4 

la meme valeur que dans le cas precedent, car es t le meme 

l — CL . av/2 

rgrfi ensuit ea = ? I F 
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Eti general* si le fil a n oncles entre 0 el O', c = — - 5 a = » 

A’ 2 a ton jours la meme \aleur, mais a= a \— • 

II y a done une infinite de positions d ? equilibre qui sent toutes 
homothetiques de la premiere par rapport a O, les rapports 

ddiomothetie elan l - ? ~ , * * * 5 - * 

•> o n 

s' 

128. Mouvements a la Poinsot. — Etudions le mouvement 
d’un solide autour d ? un point fixe O, dans le eas oil les forces ont 
une resultante unique passant par le point O. 

En prenant pour axes lies an corps les trois axes principaux 
ddnertie relatifs au point O, 0 xyz, on a. pour determiner les 
composantes /), q : r de la rotation instantanee suivant ces axes, 
les trois equations suivantes, dans lesquelles A, B, G sont les 
moments d'inertie principaux (A^>B^>C), D et u des con- 
stantes arbitrages (A. 

, A p- — B q- 4- Cr 2 = 

\ \-p- - - B- q- G 2 r- — D- u 2 , 
a) 1 1 

i ? >~(l — ( A - — G )pr =o. 


Nous tirerons p et r des deux premieres equations et, en les 
portant dans la troisieme, nous aurons une equation differentielle 
du premier ordre en q. L' elimination de r entre les deux pre- 
mieres equations donne 

A/? 2 ( A — C ) ~ B ( B — C) = D(D— G);jl 2 . 


D’apres les grandeurs relatives de A, B, C, on voit que la dille- 
rence D — G est essentiellement positive : elle ne pourrait etre 
nulle que si les valeurs initiales p 0 et q 0 de p et q etaient nulles. 
De l'equation ci-dessus l’on tire 


en posant 


P 2 


B(B — C) 
A(A — G) 


(f--q-)i 


f- 




D(D — C). 
B(B — C) ; 


( 1 ) Voir ArpELL, Traite de Meccinique 3 t. II, p. 199. 
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0)4 

on aurait par un calcul semblable 


< * ) 


B (A — B) 
G(A-G) U 




g~-- 


9 D( A. — D ) 
B) 


[ e binome A — D etant essentiellement positif el ne pouvanl dire 
nul que si et /* 0 sont mils. 

Pour que et r restent reels, il faut que q~ reste infeneui a la 
plus petite des deux quantiles f 2 et pour rcconnaitrc cclle 
quantile, formons la difference g 2 — f 2 : 

, ,D£A-GKB-D) 

J " !a " 13 ( 13 — C )( A — 13 j * 


Le signe de g 2 —/ 2 est done celui de B — D, signe comm par 
les conditions initiales. 

Pour fixer les idees, nous supposerons 

13 — D > o, g 2 >f*. 


La variable q doit alors varier entre — / et ~\-f : done r no 
s’ annuie jamais et conserve toujours le meme signe, signe connu 
par la valeur initiale r 0 : nous supposerons r >> o. Au contraire, 

/> s’annule toutes les fois que q = ± /; quand q angmente, — • est 

positif, la troisieme des equations (t) montre que p est alors 
negatif; quand q diminue,/) est positif. Ces considerations fixenl 
a chaque instant les signes a prendre devanl les radicaux qui 
donnent p et r en fonction de q. 

En portant ces valeurs de p et r dans la troisieme des equa- 
tions (i), on trouve 


dq /\H — 0 ) ( A — B j 

dt y AC 


✓(/*- 


q i )Cff-—q-), 


ou le radical est pris positivement tant que q augmente, jusqu’au 
moment ou q atteint la valeur q-/; puis, q ddcroissant de -+-/ a 
— fi le radical doit etre pris negalivement, et ainsi de suite. 

On voil que t estdonne en fonction de q par une integrate que 
nous ramenerons a la forme consid<5ree dans le Chapitre pre- 
cedent, en posant 


9 =A 


kt= fl = ( A-B)(P- C) 
S’ 2 (B — C)(A — D) ’ 
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-Nous aurons ainsi, en resolvant par rapport a dt ct integrant. 


J v — *•- u I — A ' 2 *' 3 


ou /i designe la constante positive 

j In A — D}i B — C ) 

>l ~ \ ABC 

et 1 0 une nouvelle constante arbilraire, representant Fepoquc 
oil q s’annule en croissant. Le module k 2 est moindre que i 
puisque il est egal au rapport anliarmonique de A, B. 

D, C. 

Ces formules donnent p , q , r en fonctions uniformes du temps. 
En effet, en posant. pour abreger, 


[’inversion de l’integrale elliptique donne 


1 


Df D — C ) 


< :) ) J P = / 


/ B f B — C j 
A ( A — C V 

/B( A— B) 


:J -\/ B7i^rc7 snT - 
, /b ( d — C I 

. . , /Di.A-D) ... . 


i / 1 » ( A t> ) / rr — „ , / 1J { A U ) 

I r=sri . 77- y 1 — k 1 sn 2 z = s a 4 / 77—7 77^ dn t. 

0 V C( A — C) V ‘ \ Gt A — 0) 

oil |jl est positif et oil s\ £ /; sont egaux a ± 1. 

D’apres les proprietes des fonctions sn, cn, dn, ces formules 
montrent que p et q s’annulent periodiquement, tandis que r ne 
s’annule jamais. 

Si nous supposons r 0 >o, r reste constamment positif et il faut 
prendre e ,/ =-i-i. Alors, d’apres la troisieme equation (1), on 

voit immediatement que ^ et p doivent etre de signes contraires, 

ce qui, d’apres la formule 

d sn z . 

— = cut dn t:, 
d'z 

monti'e que t* = — 1 . 

Les valeurs de p , q 7 r sont des fonctions periodiques de t et 



admettent la penode 


t = 4K = 4 r\ ds 

n n J 0 

Quand le temps augmente de celte quantite, p , r repronncnt 
ies memes valeurs; I’axe instanlane de rotation reprend alors sa 
position primitive dans le corps, mais non dans Fcspacc, comme 
nous le verrons plus loin. 

II faut maintenant calculcr les trois angles d/Eulcr cn function 
du temps. Pour simplifier le calcul, nous supposcrons qu’on ail 



pris pour axe des s, la direction invariable dc Paxc Off du mo- 
ment resultant des quantites de mouvement. Ecrivons quo les 
projections du segment Oc*= l sur les axes mobiles sont respec- 
tivement A p, Bg, Cr, nous aurons 

I I sinO sincp = A p, 
l sin 0 coso = B q, 
l cosO = Cr; 

oar les cosinus y, y', y" des angles de 0*, Oj, Ox avec Ox, sont 
sin 9 sms, sin 9 cos a et cos9. Ces equations donnent, sans inte- 
gration, 9 et cp en fonction de p, q, r et, par suite, en fonction 
de C. 


Calc ul de l' angle de precession <1. — On a, d’apres les equa- 
tions du mouvement, 


d<b 

clt 


pD 

Ay+B‘ ? i 


R-mplagons, dans cette expression, p et q par leurs valeurs (3) 
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€t cn 2 Tpar i — sii 2 t: nous a von 5 

_ . ,jlD ( p> ” < : '* — «'B — A . sn^ 
n At B — Ci — G~B— ~A iTn 2 - ’ 


ce qu'on pent encore ecrire, en eflecluant la division, 

cblf [x D |jl D ( ( j — -V t f B — C ) 

dz n C 11 C At B — C 1 — G( B — A ) sn 2 *: 


Pour me tire en evidence les poles de la fonction doublement 
periodique du second membre, determinons im argument con- 
stant ic verifiant la relation 


(5) 


s n-ic 


A(_B^- C ) , 
G ( B — A ) J 


-comme A > B, la valeur de sn ic est purement imaginaire : on 
pent done prendre, pour [’argument ic, une valeur purement ima- 
ginaire, et, par suite, pour c, une valeur reelle. Nous pourrons 
alors ecrire 


dty = jxJD _ jxD (G — AVB — C ) _ i_ 

dz jiC ’ 11 G Gt v B — Aj sn 2 ic — sn 2 ': 


D’apres les relations elementaires qui lient les fonctions sn, cn. 
da d’un merae argument, on tire de (5) 


cn 2 ic 


B(X — C) 
G(A — B ) 9 


dn 2 ic 


D(A-G) 
G( A — D) * 


Extrayant lesracines carrees et tenant compte de la valeur de 11 , 
on trouve 


i sn ic cnic dn ic 


[jlD (C — A)(B — C) i 
n G G(B — A) 


II faudrait mettreun double signe devant le deuxieme membre, 
mais, comme on peut changer le signe de ic sans que les relations 
anterieures soienl changees, on peut toujours prendre le signe -f* 

devantle second membre. L’equation qui donne s’ecrit alors 


( 6 ) 


~dz 


JJ lD 
n G 


i sn ic cn ic dn ic 
sn ~ic — sn 2 ': 


Cette expression est maintenant aisee a integrer : ii suffit pour 
eela de decomposer le second membre en elements simples. Or, 
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avons etabli, dans le n° 100, la. formule 


2 sn« cnfl dn a 
sn 2 u — sn 2 « 


&(«■) 

Z ( u — a ) — Z ( u 4- a ) 4- a g~— • 


On a done, en faisant a — ic , ii — Z) ct design ant par A la 

, u f-x D .Q'(ic) 

constante reelle ^ - « ©(&) ’ 

c/'i/ _ , i H f (ic — t) £ IT( A- h - t) 
ok — ' + 2 H(ic — *:) + a 11 ( to 4- t j 

Integrant et supposant les axes clioisis de telle (aeon que 6 
s'annule avec t, on a enfin 

. . i , II ( tc 4- ~ ) 

{-’) & = V: 4- - log -r— -r * 

Les trois angles 9, cp, A sont ainsi exprimes en fonclion (lit 
temps, et Ton peut determiner la position do corps a an instant 
quelconque. Les sinus et cosinus de ces trois angles s’exprimenl 
par des fonctions du temps qui sont on uniformes on ra nines 
earrees de fonctions uniformes. Mais il est ires remarquable, 
comme Pa montre Jacobi, que les neuf cosinus a, (3, y, a', (3 7 , y\ 
a v , y 7 sont des fonctions uniformes du temps. Ge res filial peut 
s’etablir comme il suit. Les formules (4) donnent deja y, y', y" 
en fonction imiforme de if. On en conclut 

sin 0 = s/A. ,J jP 2 4- B 2 <r/ 2 
D (jt. 


ou, en remplacant p- et q- par leurs valeurs, 


G( A — B)(D — G) 
D(A — G)(B — G) 


A ( B — C ) 
G ( B — A ) * 


D apres Pexpression du module k 2 et les formules ddfinissant 
sn-zc, cn 2 fc, dn 2 zc, on peut ecrire 


sine = — : y sn 2 t — sn 2 tc. 
ante 


Mais on a obtenu la formule (n° 100) 


sn 2 a — sn 2 zt = ~~~ u ) u) . 

k Q~(a)<d~(u) 9 
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en y rempiacant a par t et u par z’c, et remarquant quc. par deii- 

• i * 0(0) QjuVm 7 Hjfo'i 

lion, dn zc — —— et \ k = , on trouve 


( 8 ) 


0 1 ( O ) 0 ( LC ) 

H 1 ( o > 


0 i (o i 


sinfj = 


0 i ( icj&iz) 


— \ Hi*: — ic ) H 1 - • 


D’autre part, ['expression (-) donne 


done 


e f, P — ie C) ~ 


/Hi z — ic i 
\ ' li/z-icd 


e 1 '^ sinO 


e-Oh sinO 


/. H 1 f' 0 ) Hit — ic ) 

— I— — — e*/- 

0 1 { IC ) 0 i Z ) 

i H 1 ( 0 ) I I ( z — t~ ic 1 
0 i (ic) 6 (z ) 6 


A Faide de ces expressions on forme facilement les valeurs des 
cosinus a, od, a /; , [ 3 , r /J\ en fonctions du temps. II suffit de 
partir des formules donnant ces cosinus en fonction des angles 
d’Euler et d’y remplacer ensuite les angles d’Euler par leurs va- 
leurs en fonction de t. 

Nous trouverons plus loin ces memes cosinus par une autre 
voie. 


Cas de degenerescence . — La valeur du module est donnee par 

_ (X — B)(D-C ) 

~~ ( B — C ) ( A — D ) 

Ce module est nul quand A = B, e’est-a-dire quand Fellipso'ide 
d’inertie est de revolution. Les fonctions elliptiques deviennent 
alors des fonctions circulaires. 

Le module est egal a Y unite quand D = B : dans ce cas les 
angles 6 , cp ? et les neuf cosinus s’expriment comme il suit : la 

fonction s=sn': devient ou — i tangzA, et les fonctions cut 

e - -4- e~ x 0 

et dny se redin’ sent a J 1 — s 2 011 a — l -r~- En introduisant ua ar- 

v COST'S 

gument purement imaginaire ic defini par la relation ( 5 ), e’est- 
a-dire 

. , _ A(B — G) 1 __ B ( A — G ) 

tang-c - C ( A _ B) , cos~ c C(A-B)’ 
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on remplacera la formule (6) par 


rfili [xB tangc i 

dx ~liC + cos ! 1 iang 2 c — tun}; 1 /'! 


aui donne, en integrant et designant par X la constantc - ■ , I tangr, 


, ^ i, sin(c /") 

0; = Xt Log r r • ; * 

‘ 2 Sill (6* — f-j 


On deduit de la les expressions des ncuf eosinus. 

1 129. Herpolhodie. — Dans la representation du mouvement, 

d’apres Poinsot, la polhodie est une courbe algebriquc ; eherehons 
les equations de Y herpolhodie oil lieu du pole /)i sur le plan 
fixe (*). 

En appelant x, jq z les coordonnees du pole in par rapport aux 

i (0 

axes prineipaux d’inertie Oxys, on a, puisquc 1c rapport -y- est 
constant et egal a \Jh ou p. y ; D, 

( 9) ^ i). 
x y z 0 m ‘ 

Comme p, q, r sont des fonctions ellipliques de /, il en est de 
meme de x, y, 5 . Les equations d’Euler, dans lesquclles on rem- 
place p, q, r par xpiy/Djyuiy/D, spy/D, donnent 

(10) A^ -h,x/D(C-B)js= o, B^ + |xv/DfA — C)s.r - o 

Appelons P la projection du point 0 sur le plan (ixe II, qui 
contient Fherpolhodie, et ddsignons par p et ^ les coordonndes 
polaires d’un point m de la courbe rapportec au point P. Comme 


on a les equations suivantes 


A ^ + Bj 9 -+C = 1, 
A“ x- B ~y~ -t~ G ~ z- = D, 


(’) Voir Ai>i>ell, Mecanique, t. II, p. :!n et suivantes. 
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dont la premiere exprime qne O m “= Pm V OP 2 ? et dont les 
dernieres sont les equations de la polliodie. Resolvant ces equa- 
tions par rapport a y'\ z-, on a, en posant 


A = ( A — B ) ( B — C )( G — A ) 
et 



Nous avons suppose A^>B>C et D compris entre Bet G; alors A 
est negatif, et Ton a a^> o, b^>o, c <C o. Done est essentielle- 
ment positif et ne s’annule jamais, ce qui est d’aecord avec le fait 
que r ne s’annule jamais. Pour que x 2 et r 2 soient positifs, ii faut 
que p 2 — a soit positif et p 2 — b negatif : p 2 oscille done entre a 
et b. Ainsi le rayon vecteur de l’herpolhodie oscille entre un mi- 
nimum \jct et un maximum \!b. En differentiant la premiere des 
equations (i i), on a 

dp dx dy dz 

dt dl J dt dt 


ou, en tenant compte des equations (10), 


dp 

9 tt 




|j. \ \/D xyz _ 
ABC ; 
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eette equation donne enfin, en remplaqant x , j', 5 par leurs va- 
leurs (i 2), 

u3) = jjlv/D ^KP*~ c )> 


equation qui permeltrait de retrouver p 2 en fonction dc t par une 
fonction elliptique; cette expression de p 2 en fonction de t nous 
est deja connue, puisque x, y : z sont des fonctions clliptiques 
de t. 

En appelant y l’angie polaire que fait le rayon P ni dc L'hcrpol- 
liodie avec une direction fixe, on obtient ensuite Pequation 


( i4) 



p(p 2 -hE), 


on E design e la constante v -‘ 


(A- 


D ) ( B — D ) ( G — D ) , . 

, e est-a-clirc 


ABCD 


— ^ — ctbc D. 

Les deux relations (i 3 ) et (14) donnent p et y en fonction du 
temps. L’elimination de dt fournil Pequation di Keren tielle do 
flierpolhodie 


1 1 5 ) 


dy^ 


fP 2 -hE )do __ 

p/D (p 2 — a)(p s — 6)(p 2 ~- c) 


qui donne y par une quadrature. 

Ceci pose, nous allons verifier que 

p = p cos y -i- ip sin y , 

s exprime en fonction uniforme du temps. On a d’abord imme- 
diatementp 2 en remplacant, dans Pequation (12), 


J 2 -- 


CA( A — G) 


(P 2 -6), 


Y ' 1 par sa valeur en fonction du temps 


J 2 

On trouve ainsi 


_ 3 : 


D — G 
B ( B — G j 


sn 2 T. 


(D — C ) ( A — D ) 
P GAD 


(A — B)(D — C) 
ABG ! 
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on bien 


en posant 


Les relations 


(A-B )(D-C), , 

j-jjQ (sn 2 ^ sn 2 e), 

, (A-D)B 
(A — B)D 


en 2 p = i — sn 2 p, dn 2 p = i — sn 2 e, £ 2 = — ■ — — ii- 

( B — G j ( A — D ) 

donnent cqp et dne. Rapprochons les trois resultats suivants 
B(A-D) , A ( B — D ') 1 , C ( B — D ) 

sn 2 ^ — r . 7 - rr 3 cn 2 p — — - — — , cln 2 p = 7 .-^— - . 

D ( A — B ; L) ( A — B ) D(B — C) 

Pour obtenir ^ nous partirons de Fegalite (i4 ) qui donne 


clt “ [J * ‘ 


et, en reniplaoant p 2 par sa valeur en fonction de t et clt par - ch 

cly tjl ji (A — D ) ( B — O') t 

dz n ' ri D(A — B) sn 2 -: — sn 2 p 

Decomposons le second membre en elements simples en nous 
servant de la formule 


•2 sn c* cnp cln v __ ^ O'(p) H'(V — z) H7 p --- c ) 
sn 2 p — sn 2 t 0 ( p ) H ( r — z) ' H ( p z ) 


Nous deduirons d’abord des valeurs de sue, cnr, dne et n la 
relation 

^ [“ ( A — D ) ( B D ) 1 2 


sn-p cn- p an- p : 


* [~ ( A — D ) 

L B(a- 


et nous pourrons en suite ecnre 


d'y fi. i snpcnpdnp 
dz n ' i sn 2 T — sn 2 p 5 


.dy .a 0 f ( p) H'(z-v) W(~ ~ v ) 

2 L dz~~ 2 l n~ i ~ 2 Q ( K pj ‘ H(t — p) H(;-p) 
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On deduit de la 


r © * t tM a . 

* T [eT^ + ^J +-4V H('«Lr^' 

e h(t «+- v y 


desisrnant une constante arbitraire. 


D’autre part, on a 


(A — B)(D — C) , 0 , N 

p~ ~~ £gg --(sn 2 'u sn 2 p), 


on, d’apres une formule deja rappelee, 


(A — B )(D — G) 0s(o) H(^(OH(- + <>) 
ABC ' “ k 0 2 (p)0 2 (V) 


On voit alors qne p 2 e 2l 7. est le carre d’line fonction uniforme et 
bon obtient 

0 ' ( V ) l 


en posant 


NS __fA L — B)(D — C) 0 2 ( o) _ k’-n* 02(o) 

ABC /c02(i>) _ D|x* /c0 2 (<>)’ 


la quantite \ ! k 0(o) est egale a H'(o), comme i] resulte de ce que 


la limile de — — est i pour u ~ o : on a done 


N = in H '(°) 
!-i \/D ®(<0 ’ 


de sorte que, en definitive, l’lierpolhodie est definie par l’ecjiia- 


pe n= — — 5KlnjO . [ “ ©(<-)]' 

[xv/B ©(«) e(t) 


En se reportant aux valeurs de sn 2 e, cn 2 p, dn 2 e en fonction 
des donndes, on voit que Ton a 


i < sn 2 p < 


Dapres cela p — K est purement imaginaire. Cette remarque 


nous conduit a 


v — K = a. 
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et a remplacer v par cette valeur clans (’equation cle l’herpolhodie. 
Celle equation clevient 


p e 1 '/' = 


in H'(o) H i ( z — a ) . .. , 

;a/D ©i(«) ^ A 


jjje. ( ©i (a) 

/i ' ©i («) ’ 


z — n(t — t u ). 


a est purement imaginaire et a est reel, v est line constanle arbi- 
traire reelle. 


130. Vitesses de rotation autour des axes fixes. — Un point m 
de rherpolhoide etl’extremite to de la rotation instantanee sont 
en Jigne droite avec le point fixe O et Ton a vu qu’on a 

co = 0 m\J h, ou /h — ;jl v’ D, 

Si done, on appelle p K et q { les projections de la vitesse angu- 
laire sur les axes fixes 0^, O y { , on aura 


on Lien 


Pi-h iq i = [J. v/b p eM, 


P i + 


iqi — — in 


H f (o) 
©t (a) 


fib (-z — a) 


e i(h: 


C’est a u n changement de notation pres la fonnule donnee par 
M. Hermite ( Sur quelqaes applications des fonctions ellip- 
tiques , p. 35). L’argument to qui figure dans la fonnule de 
M. Hermite et l’argument a employe ici sont lies par la relation 

a = to -f- zK'. 


131. Les neuf cosinus deduits de Pequation de rherpolhodie. 
— Comme on l’a deja remarque (n° 128), A p, B^, Cr sont les 
projections du segment O cr = / = D a sur les axes mobiles. On a 
done 


d’oii 


A p __ Bq 



•y = P cnT, 
f = Qsnx, 


P 


=H 


'A(D-C) 
D ( A — C ) ’ 




R = =t 




B(D — G) 
D(B — G)’ 

G ( A — D ) 
D(A — G) * 


q"= R drier, 
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Nous ailons d’abord exp rimer P, Q et R ea fonction de 1’argu- 
meat v qui figure dans l’equation de l’lierpolhodie. On a 

^ B ( A — - D ^ ( X — B ) ( D — C ) , 

Q * = lJ ;~v" — B ) x (T^ckT-d-) = / " sn - r ’ 
puis Pidenti te 

P 2 cn 2 ~ -f- Q 2 sn 2 ': 4- R 2 dn 2 n — i , 

ou I on fait successivenient cn 2 T — o et dn 2 T=o, fait connaitre R 
et P: on trouve ainsi 

ik , , „ d n v . 

7 = — jj cn p cn~, 7 = k sn p sn'r, 7 = — dnx, 

ou Lien 

_ __ .Hj i'tM f H ( ) H ^ 0 t (p ) 0t (z) 

7 _ _ ’ 7 ~ eJ^YeJT) ’ 7 “ ~ ~e{ i>)6(x) 7 

el, en posant 

v — K = a, 

de sorte que (n° 129) a est purement imaginaire 

_ .• H (' a ' ) H , ( t ) H,(a) H (z) e(a)e,(t) 

‘ 0i(«)0(-)’ 1 e,(a)e('c) 7 7 ~ e 1 (a)e(t)‘ 

Pour calculer les autres cosinus nous prendrons comme in- 
eonnues 

a 4- i*p, a' 4- i$, a"4- ip". 

E ntre ces inconnues, on a les equations lineaires 

(a 4- i3) r 4- (s' 4- ip') r f -h(z"-h ip")f = o, 

Y ( a “P ) y"(a' 4- ip') = — i(a H- i p), 

( a ■+■ “+■ ( a ' _ p -5- ( a "-s- *P") 7 ’ =/>i-t- 

des deux premieres, on deduit 


*'+iy = (z+iP)n!z±l, 

Y*“i 

« ff +tp g ==(« + tp ) n!± g Y 

7 2 ~i 

et, en portant ces valeurs dans la derniere equation, 


(* •+■ *P) 




— /?! 4- i^ t . 
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Si Foil lient comple des t'galites 

A p = B q = 

VP v'g v /• = 

on peut ecrire cette equation 


Cr = 
/ 

^ IT 


( a — i ti ( 


* a.) '* • ■ <: K 


= pi — I'll 


11 reste a exprimer en fonction de a ies quantiles 
7 / 1 1 \ , 1 r 

^ l T> a) ’ 

on peut le faire en se servant des relations suivantes 


V 


1 

D 


1 


V D 


/ I I 

V c ii 


OR . snrdiu’ 

P ~~ one 


. II Cv) 0, f e ) 
H j 1 v ) 0 1 v ) 


. H t (a 1 &( a ) t 
H 1 a ) 0 ! {cd 9 


on a ainsL 


"5 


aJ 

(i-i) 


. H j ( a ") 0 ( a 1 

Ul H (a) 0i (a ) 

. U(a)B l (a) 

in — ? 

H ! ( a ) 0 ( a ) 




7 1 

H 1 ( a ) 0 ( a) II ! ( z ) 0 (z ) H ( a ) 0t ( a ) H ( z ) 0 j ( z) 
' ©1 H 2 0 ) h f Jz ) 


Si l’on divise Ies deux termes de cette fraction par 0 2 (a)0A 
et si l’on y introduit les fonctions sn, cn, dn, elle devient, a 
facteur constant pres, egale a cii(t — a) : sa valeur exacte est 

0(o) Hi(o') Hi(t — a > 

7i 0?(o )e”(V :=r «] 



EXERCICES SUR LE C H A PITRE V. 


:>.u8 

et fegalite qui definit a -i - peut s’ecrire 


. e to) lli(o)U i i-z— a) 

j i — — — p i - 

t) j I O ) 0 ( T Cl ) 


-iq i : 


H'(o) H t (T— a) 


©i («) 6(x) 


giCX T-f-v). 


Eu supprimant les facteurs comniuns, el remarqnant cjue 

EUL 1 et sont deux quantites egales a Jl', on a enfin 

6io) 0i (o; 1 


e,(o )e (-. — a) e ,, XT+v) 

6i (a)Q('z) 


et F on en deduit a'-j- i p ? v" ~i~ i • 

Reunissons les valenrs des neuf cosinus 


.Hfa)Hi(V> 

1 9 

H t ( a ) H ( ^ ) 

ei(a;0(T:) ? 

Q(a) 0i (~) 

0 1 ( a j 0 ( t ) 5 


a+ ip = ,- e l(°) e ( T -« j e i(XT+v), 
0 i(a) 0 (?) 

a'n- 2‘S' = e(0)ei(T ~— 

' 0, («)«(■*) 

_j_ ;g" _ Hi (o) H(t a) t - O.-c-t- v ) 

e,(«) 0 (T) 


EXERCICES SUR LE CHAPITRE V. 


i. Lignes geodesiques de la catenoicle (surface engendreepar la revolu- 
tion d’une chainette autour de sa base). 

L’axe de revolution etant pris pour axe O s et r designant le rayon d’un 
parallele on a, pour l’equation de la surface, 

/ ’=-\e (t + e y. 

2 


On trouve que la projection des lignes geodesiques sur le plan des xy 
a pour equation en coordonnees polaires 


0 



b dr 

v/(r 2 — a 2 )(,>' 2 — bp 


b designant une constante arbitrage et Tangle 6 etant compte a partir de 
la direction asymptotique. 
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i° Soit b > a. En posant 


r 

Jo VU- 


__ __ ? 

— /:- u-j b 


u = sn6. 


Telle est 1’equation de la courbe. 
2 0 Soit b < a. En posant 


9 = k f - dv k=-- 

J 0 /(i — k*v-) a 


6 a 

v = sn v r ~ T* 
sn i- 


3° Si b = a, on est dans un cas de degenerescenee, k = i : 


^-Q (i) 


2. Les neuf cosinus qui servent a definir la position relative de deux 
triedres trirectangles peuvent s’exprimer en fonction de trois parametres a, 
u , X au moyen des formules suivantes 


.H(a)H(tt) 


e l (a)Q l {u) ‘ 
0(a) 0(*O 


P 0i(a)0i(a) ’ 


«'+i8'= ? (?>?. ( .« 


f B» - H,(o)H 1 (a-g) , x 


dans lesquelles on suppose u et X reels et a purement imaginaire. 
II suffit de verifier 


Y 2 -f -y* 


T( a ■+* *{0 -v- Y"(a"-{- jfl") = o, 

(a -T- i(3)(a — i'J3) 4- (a'H- ^')(a' — i{5') -4- (a"-f- ij3")(ac" — t j3 ff ) = *2. 


(*) Greenhill, Fonctions elliptiques, p. 1 38. 
A. et L. 
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Ceia resulte des identites suivantes 

0f(«) 0j («) — Hj(a) Hj («) r= 02(a) 02(a) - H*(a) H*(«), 

II,(o)H 1 (a — a)8i(a)0i(«) — 6i(o) 0 i(m — a)Hj(a) Hi(«) 

= 0(o) 0(m — a) H(«) 

ej(o) — a) e 1 (BH-a) = e*(a) e*(B)-HHf(a)H|(tt), 

02(o) 6(u — a) 0(w — a) = 0f (a) 0f(w) — Hf(<a)H? ( w), 

+ — 0 2 (a) ©*(m), 

et d’une autre identite qui se deduit de la premiere de celles-ci en y rem- 
placant a par o et u par u — a. 

3. Verifier que les valeurs precedentes des neuf cosinus satisfont aux 
relations 

(a'-t^K+ YO = -yY+ Y 
+ =-y"y + 'Y. 

(*— »P) («' ■+■ *?')=— YY' + Y> 

equivalences au systeme suivant 

aV-i-P'P^+YY^o, y = 

a ff a -+- |3" p -h y^y = °? Y ~ a "P — P"a, 

«*'-+- yy' — 0) i' = aj3' — fia'. 

(D’apres cela les deux triedres dont la position relative est definie a 
1’aide de ces cosinus ont meme disposition.) 



CHAPITRE VI. 

FOXCTIOX p A PJ&RIODES LMAGIX AIRES COXJUGUEES. 
DISCRBIIXAXT XEGATIF. 


I. — Le discriminant est negatif. Yaleurs reelles DE pit ET DE p ! u . 

132. Objet de ce paragraphs. — Supposons qu’on ait pris pour 
periodes primitives d’une fonction pit les quantiles imaginaires 
conjuguees 

= W',, 2ti) 3 = CD,, 

coo designant une quantile reelle et col une quantile purement 
imaginaire; nous allons montrer que les invariants sont reels, que 
la valeur de la fonction est reelle quand F argument est reel ou 
purement imaginaire et nous en deduirons que le discriminant 
gl— zjgl est negatif. 

133. Les invariants sont reels. — Les invariants sont donnes 
par les egalites 

1 _ 'V' 1 1 o- — V' 

6 o (‘2/72.0)! -r- 271^]*' I 4 O ^ 3 “ 2ld. (2 HI COi 2 71 U> 3 f 

Gomme les quantites 

2 771 CO 1 -+- ‘2 72. (1)3, 2 m W 3 -f- 2 11 0) 1 

sont imaginaires conjuguees, on peul, dans chacune des series 
precedentes, associer deux a deux les termes de facon que leur 
somme soit reelle. Done les invariants g 2 et g% sont reels. 


134. Arguments reels, purement imaginaires, imaginaires con- 
jugues. — Arguments reels . — De meme dans la serie 


1 





w =-2 77l<M 1 -+- 2 /IW 3 , 

“j = o,±i, ± 2 , d= 3 , ±. . . , 
w = o exclus. 
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si Ton suppose u reel, on peut associer deux a deux les termes de 
facon que leur somme soil r£elle. Done, pour un argument rdel, 
la valeur de la fonetion pu estreelle. 

On voit de meme que la derivee 

est re ell e quand u est reel; elle garde un signe constant quand u 
varie de o a o> 2 , puisqu’elle ne devient ni nulle ni infinie dans cet 
intervalle, et comme elle est negative pour u positif et tres petit, 
elle est constamment negative quand u varie de o a to 2 ; pu va 
constamment en decroissant depuis + co jusqu a pto 2 . 

Argument purement imaginative . — Pour voir si la fonetion 
p(iu) est reelle quand u est reel, remarquons que Ton change 
seulement le signe de la fonetion pu quand on multiplie par i 
Pargument et les deux periodes. On a done 

p{iu |wi, wa) = — i^)i 
ou 

. £0 • itDg 0) 2 

£(l)i = H . j l W3 =: — . ; 

2 01 2 01 

puis, comme on peut toujours changer le signe d’une periode, 
p(«*|wi» id 3 ) = — p(w| iwj, — £co a ). 

Pour la fonetion du second membre les deux periodes sont ima~ 
ginaires conjuguees. Si done u est reel on est ramen<§ au cas 
deja etudie. 

En prenant les derivees des deux membres de la relation que 
nous venons d’obtenir, on trouve 

ip\iu !«!, w 3 ) = — p'( a l i(ii u — tc*> 8 ). 

Les deux egalites precedentes montrent que si u est reel 
p(iu [ co* , co 3 ) est reel et p r (iu | to.,, co 3 ) purement imaginaire. 

Ges egalites peuvent s’ecrire, en mettant en evidence les inva- 
riants £2 et g z au lieu des periodes to, et to 3 , 


£ 2 ? £3) = — p(u; £2, —£3), 
£2, £3) = — P'(u; £2, — £3); 
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ces formules resultent de ce que, si Ton reniplace 


par 


Ol)j« OJ3 

ICDj, 


dans les series qui donnent "o et g* : g 2 ne change pas et g^ se 
reproduit multiplie par — 1 . 


Arguments imaginaires conj agues . — A deux valeurs m et 
imaginaires conjuguees dePargument correspondent, pour la func- 
tion, deux valeurs imaginaires conjuguees. En effet, on a 



II s’agit de montrer que, si Ton change i en — i dans Pexpression 
de piio, cette expression se change en pu . 

Si Pon change i en — i dans la deuxieme serie on trouve, en de- 
signant par tv 0 la quantite imaginaire conjuguee de re, 



il reste done a verifier que Pon a 



cela resulte de ce que la quantite imaginaire conjuguee de 


est la quantite 


W = 2 / 710 )!-}- 2 / 10)3 


Wq = 2 7710)3 — r 2/lOJj, 


et que, dans chacune des sommes precedentes, m et n prennent 
toutes les valeurs entieres ( w — o exclus). On pent done passer de 
la valeur de pu a la valeur de pu 0 en changeant 1 en — i\ ces deux 
valeurs sont imaginaires conjuguees. C’est ce que nous voulions 
verifier. 


135. Parmi les racines e u e 2 , e 3j 1’une e 2 est rdelle et les deux 
autres imaginaires conjuguees. Le discriminant est negatif. — Nous 
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pouvons maintenant verifier que les racines du polynome en p u 


4 g,.pu — g -3 


sont l’une reelle et les deux autres imaginaires conjuguees. Ge po- 
lynome etant egal a (p ; w) 2 ? ses racines sont 


ou bien 


e\ — pwi, 


«i = P 




e 2 =p(w I+Ws) 


63= p 


/ W-2 

u 



£>2 = pO) 2 . 


On voit deja que la derniere est reelle, puisque to 2 est reel; la 
premiere raeine peut s’oblenir en prenant la formule d’ addition 


p(w+0) = — pw — pen- 
et en v faisant 


4 (P^-pv) 2 


() 10 2 # 


pu et p'u sont reelles; pp est reelle et p'p puremenl imaginaire. 
Done = p est imaginaire. La meme formule montre que 
^ 3 =rpco 3 est la quantite imaginaire conjuguee de e { (ce qui devait 
&tre puisque 0^ et co 3 sont des quantites imaginaires conjugates.) 

Paisque, sur les trois racines e 2 , e 3 , il y en a une reelle et 
deux imaginaires conjuguees, le discriminant g \ — ^ g\ est ne- 
gatif. 

Distinction des racines imaginaires par le signe da coeffi- 
cient de i. — Nous pouvons distinguer les deux racines imagi- 
naires en considerant, dans chacune d’elles, le signe du coefficient 
de i. 

La raeine e K s’obtient en faisant u = —> v = — — dans la va- 

2 2 

leur precedente de p(u 4- v) ; le coefficient de i dans le resultat a 
ie signe de — l p ! up' e, et, comme p'u est negatif pour u = 
le signe a considerer est celui de 
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com me I argument — est pu remen t imaginaire, servons-nous de 
la form 11 le 

g,, g z ) = -p\u; g 2 , - g s ); 

nous trouverons 

i >’ (~ > s* ffi) =■- - p' f ; gi, - g^j ■ 

Or le signe du second membre est le signe H-, puisqne, quand // 

varie en restant reel de o a - 4 , P r ( u \ gut — gz) est constamment 
negatif. 

Done, pour la racine e { , le coefficient de i a le signe pour la 
racine e 3 , le coefficient de i a le signe — . 

Remarque. — On a, quel que soil u , 

p (u -f- co 2 ) = p( u -T- w' 2 ). 

En effet, la periode 2 o ) 4 etant egale a io . 2 — op,, on peut ecrire 

p ( u -f- o>2 ) = p ( u 4- 0t>2 -+- 2 o>i ) = p ( 11 -+- ). 

136 . Valeurs de u pour lesquelles pit et p 1 u sont reelles toutes 
les deux. — Nous avons vu que, quand u croit de zero a w 2 , pu 
et p' u sont reelles toutes les deux : p' u varie d'une maniere con- 
tinue de — 00 a zero, pu, decroit constamment de ~r oc jusqu'a 
e 2 = Nous voulons maintenant definir toutes les valeurs de u 
qui rendent reelles et p r u. Considerons la relation 

p' 2 0) = 4(pu — e L )(pu — e 2 )(pu — e 9 ); 

si pu est reel, le premier et le troisieme facteur sont imaginaires 
conjugues, leur produit est positif : pour que p f u soit reel il faut 
que Ton ait 

p u > e 2 . 

Soit a une valeur reelle plus grande que e 2 ; il y a un argument 
reel p, compris entre 0 et co 2 , pour lequel on a 

pu = a; 

toutes les autres solutions de cette equation sont donnees par la 



U = db P -f- 2 7?1 CD j. -f- 2/iC03, 


m et n etant des nombres entiers. 

On conclut de la que, si un argument u rend reelles la fo no- 
tion pu et sa derivee p'u, on pent toujours, en ajoutant des pe- 
riodes, le ramener a etre reel et compris entre — co 2 et -f- to 2 . 

II. — Expression des periodes par des integrales definies de la forme 

NORMALE DE LEGENDRE, DANS LE CAS DU DISCRIMINANT NEGATIF. 


137 . Expression des periodes enfonction des invariants, 
periodes etant, comme plus haul, definies paries egaliles 


• Les 


awj = a)o — (o 2 


2 ti) 3 — CO o H- CO ^ j 


on a vu que, si u croit de o a to 2 , p u decroit constamment de oc 
a e 2 . L’equation differ entielle a laquelle satisfait la fonction x = p u 
etant mise sous la forme 


du : 


dx 


V/4^ 3 — — £"3 

on obtient, en faisant croitre wdeoa w 2 , l’egalite 

to,= C dx 

•4, /4* 3 — ^2® — #1 

qui donne i’expression de w 2 en fonction de g.> et de 

Pour avoir I expression correspondante de remarquons que 
si l’on remplace ies periodes 20, et aw 3 par les suivantes 

210)!= -+- tO> 2 , — 280)3= ^ 


tD 3 * 


il faut remplacer 
par 


£*> £3, e 2 


“p £*> — gz, —e 2 . 


Legalite precedente devient, par ce changement, 




dx 


v/4» 3 — + 
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138. Les integrates donnant les valeurs de w, et ^ ramenees a 

i 

la forme canonique de Legendre. — L’integrale qui donne la va- 
leur dc i».> peut s’ecrire 


X 


dx 


< ft {X — 6 2 ){x — 63 J 


Faisons le changement de variable 


1’integrale devient 


x — e 2 = z-, 


oj 2 ■ 


dz 

Jq 6 2 — ) (.S 2 ~t~ e 2 


e l){- 


-e 3 ) 


Les quantiles e » — et e<> — e 3 sont imaginaires conjuguees. Po- 
sons 

e 2 — e 3 = p(cos4 l -4- i sin^) p > 0 , 

e 2 — e 1 = p(cos4' — isimj;) 0 < ^ < tz. 


Ajant pris p positif, nous pouvons choisir A entre o et 
puisque e K d^signe la racine imaginaire pourlaquelle le coefficient 
de i est positif. Le poljnome biearre qui se trouve sous le radical 
peut alors s’ecrire 

it 

2£ 2 p COS^ 4- p2 = (^2_ h p)2 — 4^2psi n 2^, 


de sorte qu’en posant 


on a 


o 2 i/p = I 
Jq 


t /p, sin 2 — = k \ , 
dt 


/(£ 2 h-i) 2 — 4*? 


le coefficient differentiel de la nouvelle integrale ne fait que 
changer de signe quand on pose 


t = 


1 

? 


et que 1’on neglige ensuite 1’accent. On en deduit 
dt dt 


r 1 dt r* 

Jq \/(t~ -Hi) 2 4^1 ^ Ji 


v/(r--M)2-4A'f n 



puis 


/- f‘ dt 

Do i/O =2 I 

' v ' J 0 

: iclt 

_ C IS! 

" J ' ^ 


ei il n‘y a plus qu’a poser 
2 1 

i -f-* 2 

pour obtenir l’egalite 


= sino ou t— tang -? 


»,✓?=/%= ^=, 

J 0 v 1 — sm 2 o 

dans laquelle Fintegrale est de la forme normale de Legendre 
( voir n° 111). 


Transformons de meme Fintegrale 


r= f 

J —e 


dx 


s/ixt-gvX-hg 


r-f 

{‘i J—p 


dx 


2\/(x -h e x )(x -+- e 2 )(x-h e z ) 
En faisant le changement de variable 

X — — <3 o -+■ -G ~ , 


il vient 


j = r as 

1 Jo e s )(s'~ 


•63 — e 2 ) 


P u is, en introduisant, comme dans ce cjui precede, le module ct 
Fargument des quantiles imaginaires conjugudes e, — e s , e s — e 2j 


Posons 


J | ^/(- 2 -+- p) 2 — 4^ 2 p cos' 

-G = t \Zp, COS 2 i = A-J 2 , 

/-w; a*® dt 

Vp~f= ~y~ .. - ■ ; 


2 T 
2 


nous trouverons 
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et, en tenant compte de l’egalite 
dt 


f 


at ri_ ch 

I) a — 4 A-'** «* J 0 : 


nous obtcnons pour -4 une expression de la forme chercliee. 
Reumssons les deux formules cjui viennent d’etre demontrees 


to, /p - f ... ^ 

J 0 / 1 — A-f sin 2 tf 

-,'vp= p ... 

' J 0 /i — A-'j- sin 2 tp 


In . „ ^ 

k\ = sin 2 

2 


A', 2 = COS 2 - 3 
2 


p et ctanl ddfinis par les egalites 

e 2 — e s = p(cos^ -+- ^ sin vp ), p > o, 

e 2 — ^ — p(cos^ — & simjpj o < 6 < tz. 

Ces dernieres integrates, dans lesquelles on fait 

sin cp = z , 


prcnnent la forme des integrales qui donnent K et K' dans le 
n° 108. 


139. Variation du rapport • — Des egalites precedentes on 
dednit 


£ 1.0 2 


P 2 dy 
J s/i — k\ sin 2 cp 


r 

J 0 / 1 — k'f si 


sin^cp 


et Ton voit que le rapport augniente constamment quand A"; 

croit de o a i, car le numerateur augmente et le denominateur 
diminue. Ce rapport est egal a zero pour k\ — o, il estegal a -f-cc 
pour Aq = i ; il passe done une fois et une fois seulement par une 
valeur positive donn6e quand Aq croit de o a i . 

On peut alors verifier, en se servant des seules integrales ci- 
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dessus, que, si les valeurs de to** et de sont donnees, cliacune 
des racines e 3 a une valeur unique. En effet ^ ayant une 

valeur positive donnee, A^ a une valeur unique comprise entre o 
et i : fq etant ainsi determine, Fegalite qui definit to 2 , par exemple, 
montre que y'p a une valeur unique, le radical etant pris avec le 
signe — . Pour passer de la aux valeurs de e :i remarquons 

que cos'i et sini, definis par 

cos 6 = k \ 2 — k \ , sin it = 2 A*! k [ , o < ^ < -it, 
sont determines sans ambiguite. Alors les egalites 

-f- e-2 e$ = o, e* — = p (cosit h- j sin^), 

e 2 — = p (cosip — i simp) 

determinent une valeur unique pour cliacune des racines G \ , e 2 , <? 2 . 


III. — Retour a la fonction p a discriminant positif. Expressions 

DES PERIODES SOUS LA FORME CANONIQUE DE LEGENDRE. 


140. Les integrales qui definissent les periodes ramenees a la 
forme canonique de Legendre. — Nous allons ramener a la forme 

canonique de Legendre les integrales qui definissent to et ^ , 
dans le cas ou e { , e 2j e 3 sont reelles. (Voir n os 53 et 54). 

On a d’abord 


- dx „ C 

J J - 


clx 


2\/(x — ei){x — ■ e%)(x — e$) 
Dans cette integrate, faisons le changement de variable 


x — e z dx : 


2g^ dz 


g etant une constante indeterminee ; Pelement de l 5 integrale 
devient 


— dz 



Dans le produit qui figure sous le radical le premier facteur se 
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duira a i — z 2 : si nous posons 




le second facteur deviendra alors (i — k-z~) en posant 


cst un nombre positif et plus petit que un : le coefficient dif- 
renlicl a done la forme clierchee. En mettant maintenant les 
>uvelles limites de Fint^grale, nous trouvons 


"l v/(T 




qui cst la forme cherch.ee. 
Transformons de meme l’integrale 


\ x z — gi x ■+■ S z 


2 /(a? -+■ e l ) (x -+- )(x -i- e 3 ) 9 


i faisant le changement de variable 


x — — e 1 - 3 r dx ■ 


■ 2 — ? 


dement de l’integrale devient 


, // e t — «i — 

^'v V / V ~7 


as le radical, lc second facteur devient £gal a i — a 2 si nous 


1 = 6} — e 3 , 


le premier facteur devient alors i — k / 2 z 2 en posant 


e t — e 3 


cst positif et plus petit que i . Nous avons done 


o' __ r 1 dz 

T ~1 v/(T=^KN^^‘ 
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Reunissons les deux resultats precedents, en faisant dans les 
integrates le changemenl de variable z — sin o , nous avons 


r* do 


J 0 


\/ i — /c' 2 sin 2 © 


= yei—es, 


/-- = £iZl£. 3 , /r'2 = £i — £2 , A-s -+- A'* = I • 


On nomine g le multiplicateur 5 k est le module, k' le module 
complementaire. 

141. Variation du rapport ^ • — Considerons, maintenant, le 
rapport 


r 2 do 

o' - ^0 y/i — /d 2 sin 2 o 

/*« afc 

J 0 \/i — A : 2 sin 2 cp 


En raisonnant comme au n° 139 on reconnait que, si k 2 croit de o 
a i , le rapport ^ decroit constamment de -f co ao. 

D’apres eela, on peut encore verifier qu’il n’y a qu’un seul 
systeme de valeurs de k 2 et de g pour lequel les integrates <n 

et ~ prennent des valeurs donnees, si Ton suppose g positif et A 2 

(i/ 

pris entre o et i. En effet, le rapport ayant une valeur donnee, 

il n’y a pour k 2 qu’une seule valeur comprise entre o et i ; /c 2 6 tant 
determine, l’egalite qui donne la valeur de g to, par exemple, 
donnera pour g une valeur unique. 

Les quantites A 2 et g etant determinees, on a immediatement 

e l — ^ 3 ? 6 o — 63 . 

La somme de ces quantites donne — 3e 3 , puis des differences 
connues e { — <? 3 , e 2 — e :t on deduit e { et 
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IV. — Gas du discrimixaxt negatif. Applicatiox geoaietrique. 

1 42. Etude de la courbe x = p u y y = p' *£, r 2 = 4 #3 — # — g 3 . — 

Nous insisterons seulement sur les differences que le cas de A <; 0 
presente avec le cas deja etudie de A >- 0 . 

Si x et y sont tons deux reels, on peut to uj ours, en ajoutant 
des periodes, ramener rargument a etre reel et compris entre 
— cDo et — co. j (n° 136). Quand on change u en — u, x ne change 
pas, y change de signe; la courbe est done sjmetrique par rap- 
port a Ox et il suffit de faire varier u de o a o> 2 . 

Quand u croit de o a co 2 , y est negatif, x decroit constamment 
de -t- co a e 2 . La tangente an point situe sur Ox est parallele 
a Oy; la direction asymptotique est celie de Oy. On a done la 
forme de courbe indiquee par la Jig . 19. 


Fig. 19- 



La courbe n’a pas de points en dehors de la branche infinie, 
comme cela se presentait dans le cas du discriminant positii. 

Tangentes par alleles a Ox. — Les points ou la tangente est 
parallele a Ox sont donnes par liquation 

P"0) = 6a?2— 1^2=0, 


x = pu, 
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Quand g 2 est negatif, il n’y a pas de points ou la tangente soil 

parallele a. 0#. # {f 

Quand g 2 est positif, les deux valeurs de x qui annulent p a 
sont reelles ; mais pour qu’a une valeur reelle de x corresponde 
une valeur reelle de y , il faut que 1 on ait 

x > e 2 . 


Nous avons done 
Fequation 


a cliercher, en supposant g 2 >o, combien 

p" ll — 6a? 2 — “ = 0 


a de racines plus grandes que e 2 et nous sommes ainsi conduits a 
substituer a la place de x dans le polynome entier en x qui 
donne la valeur de p f/ &. 

Ce polynome se presente sous une forme plus commode, si l’on 
derive par rapport a u les deux membres de l’identitd 

p' 2 w = 4 (a? — e x ){x — e 2 )(x — e z ), x = pu. 

On trouve, a pres avoir supprime le facteur commun p r u, 

d p ,f u = ( x — e 2 )(x — e z ) H-O — e a )(a? — e 3 ) -b {x — ei){x — - e 2 ), 


et la valeur du polynome pour x = e 2 est 
(e 2 — ei){e t — 6 3 ); 


comme les deux facteurs e 2 — e i9 e 2 — e 3 sont imaginaires con- 
jugues, le resultat de la substitution est positif. Done e 2 est supe- 
rieur a la plus grande racine ou inferieur a la plus petite, et comme 
ees deux racines sont de signes contraires, e’est le premier cas 
qui se presente quand e 2 est positif et le second quand e 2 est nd- 
gatif. Le signe de e 2 est le meme que celui de g 3 puisque Ton a 


gz — ei e z e 2 . 


En definitive, pour qu’il existe sur la courbe des points ou la 
tangente est parallele a Ox, il faut et il suffit que Pon ait 


£ 2 > 0 , g 3 <0. 



FONCTION p A PERIODES IMAGINAIRES CONJUGUEES. 22> 

Dans le cas contraire la courbe presente la forme de la Jig. ig. 

Tangentes me nee $ dhirt point P. — Si le point P a pour pa- 
rametre v, les points de contact ont pour parametres 

p v v p 

M 0 = — -) III — — U 2 = — - -r- (iJj-T- e*3, U 3 = — - -f* C 0 3 . 

Comme v est reel et que o), et co 3 sont imaginaires conj agues, 
Uq et u 2 sont reels, u { et imaginaires conjugues. 

Ainsi, par un point de la courbe, on ne pent mener que deux 
tangentes reelles a la courbe. 


V. — Discriminant negatif; application au mouvement dtn projectile 

DANS UN MILIEU DONT LA RESISTANCE EST PROPORTIONNELLE AU CUBE DE 
LA VITESSE i 1 ). 


143. Equations differentielles et integrates premieres. — Pre- 
nons pour origine O la position initiale du projectile, pour direc- 
tion de l'axe des x, la direction de la vitesse initiale, pour axe 
des y la verticale descendante. Soit x bangle de Ox avec Phori- 
zontale, x etant regarde comme positif quand Ox est au-dessus 


de l’borizon : bangle des axes est alors - -j- x. La resistance de 
0 2 

Pair est une force dirigee en sens inverse de la vitesse, et egale a 
cv 3 , p designant la vitesse, et c une constante. 

En designant par x et y les coordonnees du mobile, et par s 
Fare decrit sur la trajectoire a partir d’une origine fixe, la force 
due a la resistance du milieu a pour projections sur les axes 
Ox, 0 y 

( ds \ 3 dx ( ds \ 3 dy 

° \dl) els ? ° \dt ) ds ’ 



et les equations du mouvement sont 


(0 


d-x _ ( ds\ 2 dx 

dt 2 ° \dt) dt ’ 

d 2 y _____ (dsV dy 

dt 2 \dt ) dt 


(1) Voir Greenhill, Fonctions elliptiques , traduction de Griess, p. 375. 

A. ET L. IO 
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Eliminons entre les equations (i) et ( 2 ) les termes qui pro- 
viennent de la resistance; il vient 

dx dey_ __ dy d?x _ dx 
dt dt- dt dC- 8 dt’ 


dy 

ou bien, en posant p. = ^ 


(3) 


d\ x dx _ 
dt It ~ 8 ‘ 


D’autre part, en remplatjant, dans l’equation ( 1 ), ds par sa va- 
leur tiree de 

ds 2 = dy 2 — ‘idydx sin a -4- dx 2 , 


nous trouvons 


d~x 

~dC- 


l = - c (S) 3( ^“ 2fiSina+I)> 

puis, en tenant compte de l’equation (3), 

(4) 


£ = (!*’- a (x sina+i)^ 


c \dt 


dt 2 


<i[JL 


Les deux membres de l’equation (4) sont les derives de junc- 
tions qui s’obtiennent immediatement. IntSgrons de o a «, il vient 

i f [(f)" -(^);‘]=b’- 

en remarquant que, d’apres le choix des axes, p. = o pour t = o. 
Nous supposerons la vitesse initiale tres grande, et nous neglige- 

rons le terme ^ ~ (dt) 0 sorte c l ue > en P osant | = et 


on a 
(5) 


P = }jl 3 — 3 \i 2 sin a -+- 3 |jl, 
dx 


dt 


- wP 


L’equation (3) donne alors 


£-dt = P“s 


w 


dt — P” 3 dii, 



et, en integrant, 


( 6 ) 


= /p-*rf : x= f — 

Jq J 0 ( m3 


jl 3 — 3 ;jl- sin a -T- 3 a ) 5 

D’autre part, en remarquant que Fequation (3) pent s'ecrire 

du. / dx\- 
dx \ dt ) 05 


dx 


et en y remplacant par sa valeur tiree de (5), on trouve 


£ i dx = 1 P~*d\L, 


puis 


et enfin, en integrant, 


g 


- dy = tx P 3 d a, 




rr [*?• _2 

< 8 > ^ ‘““-l 


du. 


([jl 3 — 3 p . 2 sin a 3 ;jl j 3 
[jl 

2 

0 (a 3 — 3 [jl 2 sin a -+- 3 ti)* 


Les equations (7) et (8) definissent la trajectoire au moyen de 
la variable auxiliaire p. et l’equation (6) donne la valeur de t pour 
chaque position du mobile. On voit de suite que le polynome 

P = [x(p 2 — 3 jjl sin ot -+- 3) 

n’a d’autres racines reelles que zero, etl’on en conclut aisement 
que, quand p. croit de o a + oc, t et y deviennent infxnis, et x 
tend vers une limite : nous designerons cette limite par a. II est, 
en outre, facile de voir que la vitesse tend vers une valeur limite 
et que w est la valeur de cette limite. En efiet, Tequation (5) 
montre que, pour p. = 00, on a 

.. dx 
w — iim jj. > 


et l’egalite 


(S) s= (S) 2(ixi ~^ sina+,) 
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montre ensuile que, ayant une limite, ~ a une limite qui est 
la meme. 

Ainsi, la trajectoire admet nne asymptote verticale, la droite 
xz=a 7 et lorsque le mobile descend indefiniment sur la branche 
de courbe asymptote a cette droite, la vitesse tend vers une 
valenr limite w. 


144. Integration par les fonctions elliptiques. — On peut ra- 


mener l’integrale qui donne la valeur de (equation 7) a une 

integrale elliptique ayant la forme canonique de M. Weierstrass. 
Pour cela, faisons la substitution 


m 2 P 3 


. [2 2 — 3 (jl sina -+- 3 

i? ’ 


m etantun facteur constant arbitraire. Nous pourrons determiner 
gz de facon que, dans l’expression 

_ (4 7ft 6 — < ^ 3 ){i. 2 — 12m 6 [2 sina -+- 12m 6 

4- ~g» > 

le trinome da second degre en p soit carre parfait; il suffit de 
poser 

4 m* — g z = 3 m 5 sin 2 a, 

d’ou 

gz = m G (4 — 3sin 2 a). 

II vient alors 


/4 s 3 — gz = rn z /3- — 1 — , 


et, en differentiant, 

6-s *dz _ 2 m 3 /3 d jjl 

/4- 3 — ^3 P 2 

Cette equation peut s’ecrire 

d * = __ m? y/3 djji _ d\x 


1 dx 
g } 


'/***-& ^ 
en prenant 7n 2 = I, on a done, en definitive, 

g* r 

w 1 .1 


dz 


4 s/kz*- 


-ff3 
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On en conclut 

( 9 ) 

puis, d’apres 1’expression de dz, 

P' 


u sina — 2 


j gx \ _ u sirs a 

3 \w*J ” 3l 


Quand # est egal al’abscisse <2 de l’asymptote verticale, ul = x, on a 
et, par suite, 


/ go. \ 

smx 

f* a \ 

1 

w 

“ ~3~’ 

p Ud 

0 J 
0 




D’apres cette derniere equation, on a 

I ws) 


dx 


6 <”(S) 


y = 


r //££\ 

Uv p U-v 


— dx . 


C’est l’equation de la trajectoire. 

Ecrivons w et v au lieu de ^ et de l’equation prend la 
forme 


(ti) 


f" Gp'vdu 
Jo P' p — P'“’ 


et nous allons pouvoir l’integrer en appliquant la regie du n° SO. 

Pour rendre le denominateur rationnel, multiplions par p ! v~{-p r u 
les deux termes de la fraction sous le signe somme et tenons 
compte de ce que, g 2 etant mil, on a 

p'2 v — p'2 U = 4 (P 3 P — P 3 U), 

= 4(p^— pwXepo — pw)(£ 2 pp~ pw), 

£ et e 2 etantles racines cubiques imaginaires de l’unite 

— 1 -+- i v/3 — 1 — i y/3 


2 


2 
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En operant la decomposition en fractions simples, on a 

6p 2 P 6p*p(pp-t-p'tt) 
p'v — p r u~~ 4(P 3 ^ — P 3 ^) 

ipV-f,p'w t i _ pV p’ u ^ 1 r o P* p •+• P'u 

~~2 ’pv — pa'*' 2°zpV — pU 2 & 2 PP— PU 

__ I p'v-h-p’ll t I ^ p f (£P)“f-p'^ £ £ 2 p / (£ 2 P)-+-p'^ . 

“ 2 pP“ p?£ ^ 2 ° p(£P) — P^ ^ P( £2 *0 P 16 * 

car si dans la formule d’homogeneite 



p(~; ^^2, f* 6 W) = p 2 pO; ^2, ^a), 

on fait et u — £ puis p. = e 2 , et si Ton remarque que - = e 2 , 

on trouve 

p(W£2; o, g 3 ) = e 2 pO; 0, ^ 3 ), 

p(^£; o, g z ) = s p(w; o, £ 3 ), 

puis, en prenant les derivees 

p'(ws 2 ; o, £ 3 ) = p'(w; o, gz\ 

P'(ks; 0 , ft) = p'(u; o, £ 3 )- 

Des equations ( 1 1 ) et ( 12 ), on conclut 

(,3) gz g r u (LSl±P^ + s i, £^±£g+ s »l P'£l±i^) du . 

<* 2 J Q \a pp — pu 2 p£P — P ?6 2 pe 2 ^-pM/ 


Mais, si dans la formule d’addition pour fn° 44, eq. (65)], 
on change p en — p, il vient 


£ p y K-*-p f P 
2 pii— pP 


{>(11 — p) — £z^H- £p. 


Dans cette egalite changeons p en eppuis en e 2 p et remarquons 
que, d’apres la formule d’homogeneite (n° 36), ^(sp) = £ 2 ^p et 
£(s 2 p) = e^p 7 nous obtenons 


i p^ L p^ = „ ) _ ?lt+g , :p , 

2 p U — p £ P ^ ’ 

= £( W — S 2 (>) — -+- £^P. 


2 p^ — p£ 2 P 

D’apres cela liquation (i3) peut s’ecrire, en tenant compte de 



FONCTIOX p A PERIODES IMAGIXAIRES CONJEGUEES. 23 1 

ce que i -4- t + $ 2 est nul, 

g = T [_35p-«B-p)-«;(i t - 8 p)- 8 »5(i t _8*p)]rf B , 
et l’on obtient enfin 


gy 


= — 3 uX^v — Log 


Hr-u) 

tfp 


, g*(sp — b) ot ^{ z '- v - 
-eLog- 4— < -s 3 Log-i~^ 


■ u) 


L’expression dn temps t se trouve au moyen de ^equation (6) 
qui donne, par un calcul analogue. 


a 

w 


d’ou 



p'*> —p'w 


du 


r Vi p'b + p'p 

'Jo V2 pv—pu 


I ^ p'sp-i-p'B + I c p's-F -4- p f ?t \ . 
2" pSP — pK 2' pt 2 P — pit / ’ 


g=-Log^^- 

w b C'P 


d(zv--u) T 3 ( t- v - 

■ c2 Loot _ £ Log — 


• «) 




145. Developpement de 7 et de £ en series entieres ordonnees 
suivant les puissances de u — — Lorsqu’on se propose de de- 

velopper y et t suivant les puissances entieres de u , il est 
commode d’employer la fonction 

. , x o (<> — u) v 

p) = 

4 v 7 o'p 

qui est egale a 1 pour zz = o. II vient alors 

£jZ = — Lo 0 ) — sLogi|/(w, £p) — e 2 Logt!;(zz, s 3 p)i 
«> 2 

C? =— Log<L(w, p) — s 2 Log^(w, sp)— eLogt^O, e2( 0* 

Prenons les derivees logarithmiques et developpons suivant les 
puissances de u par la formule de Taylor : 

I d^J Ud . U ^ 1 r 



23*2 


CHAPITRE VII. 


en integrant de nouveau, on obtient 

u 2 zz 3 , u'* „ 

(18) Log <!<(«, e)= — — , j j-jP v— fiP 


Done, en remarquant que g» = o et jasp = spv 

H 2 jr ^3 

( 19 ) Log <!<(», tv) =- jjEpe + 3 TP' ( ’ _ 4 T e 2 P " p -'- 1 

Z£“ ^3 ZZ^ 

(ao) Log i}i(w, i'-v)=- Jj6 ! pp+ jrP' p_ 4 T sp '' p ---- 

On en conclut 


s 

gt q r a* 

— = 3 -7 p p - 
w [ 2 : J 


zz 7 zz 10 , 1 

_p t 8) ( , + __p(8)p + ...J ! 

fjp'"e+ + 


Dans ces formules, on doit poser 

w=ff> Si= 0 , ^- 3 = ~(4- 3sin2a), 

J>e = |> p’p=^ since, p"e=|> p"'e = | since, 


Le discriminant etant negatif, les p6riodes de p> s’exprimenl 
l’aide des formules des n os 137 et suivants. 

Les derivees j/p, p> w p, . . . se calculent par voie recurrente, < 
derivant un nombre quelconque de fois la relation 

(J 3 'zz) 2 = 4 p 3 w „ o - 3 


et faisant ensuite u = p. 


CHAPITRE VII. 

INTfiGRALES ELLIPTIQUES. REDUCTION A LA FORME NORMALE 
DE LEGENDRE ET DE JACOBI. INVERSION. 


I. — INTEGRALES ELLrPTIQUES- 


146. Exemple 61ementaire de la methode employee pour cal- 
culer les integrates elliptiques. — On demontre, dans les elements 
da Calcul integral, que l’integrale d’une fonction rationnelle de x 
et de la racine carree d’un trinome da second degre \J ax--\- r ±bx-\-c 
peut elre ramenee, par tin changement de variable, a 1’integrale 
d’une fonction rationnelle ou al’integrale d’une fonction trigono- 
metrique. 

Plagons-nous a ce dernier point de vue, pour rattacber a des 
notions elementaires le probleme qae nous traitons dans ce 
Chapitre. Soit 

(i) jK(x,y)dx 


ane integrate ou R(#, y) d^signe une fonction rationnelle de x 
et y : y 6 tant lie a x par 1’ equation 


(a) 


y = sfctt 27 2 h- 'ibx -+- c. 


Si l’on fait un changement de variable, en prenant comme nou- 
velle variable u l’integrate 


(3) 



1’integrale proposee (i) devient l’integrale d’une fonction trigo 
nomtetrique. Pour le verifier, ecrivons 


y — 



b \ 2 b' 1 — ac 

a) a 2 



a~~ ' 


' b ‘ L — ac 


sj — a = X, 


il vientj en choisissant pour x 0 la valeur qui annule z, 


r dz 

^u= 

Jo V 7 ! — ^ 2 


(4) x =-— — -r- — — — sinX^, y = - /& 2 — ac cos)u£, 

v ' a a ^ a v 

dx — y du. 


Avec cette nouvelle variable l’integrale (i) devient l’integrale 
d’une fonction rationnelle de sin \u et cos \u^ integrale que l’on 
sait calculer. 

En employant un langage geometrique, onpeut dire cjue l’equa- 
tion ( 2 ) represente une conique, et que les formules (4) ex- 
priment les coordonnees d’un point de cette conique en fonctions 
uniformes de u . 


147. Integrates elliptiques. — Considerons une integrale de la 
forme 

( 5 ) J^R (x,y)dx, 

oa R(.r, y) est une fonction rationnelle des deux variables x el y 
liees par la relation 

( 6 ) y z=z \J (%o X* — r~ 4 X* "T~ 6 X 2 -+- 4 ^3 X H— Ctj t , 

dans laquelle le polynome sous le radical est du quatrieme on du 
troisieme degre. Une integrale de ce genre s’appelle une integrale 
elliptique . Les integrates elliptiques ont fait l’objet des recherches 
de Legendre, avant la decouverte des fonctions elliptiques par 
Abel. Pour les calculer, on peut faire un changement de variable 
en prenant comme nouvelle variable a l’integrale 



Les quanlites x et y deviennent alors, comme nous le mon- 
trerons, des fonctions elliptiques de u et le calcul de l’int^grale (5) 
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est ramene au calcul de 1’integrale d’une fonction elliptique, calcul 
qae 1’on saitfaire a l’aide de la decomposition en elements simples. 

En employant nn langage geometrique, on peut dire que les 
coordonnees x el y d’un point de la courbe (6) s’expriment par 
des fonctions elliptiques de la variable u , ce qui permet de trans- 
former l’integrale (5) en l’integrale d’une fonction elliptique. 

148. Premieres reductions de Tint 6gr ale elliptique. — Dans la 
fonction rationnelle R(,#, y) on peut toujours remplacer les puis- 
sances paires de y par les puissances du polynome 

y 2 = 4aia? s -f- Ga*x*-h 4a 3 x-h a 4 , 

et ramener cette fonction a la forme 

P 4- Q y 

P 4 4_ Qj y* 

P, Q, P i3 Q< designant des polynomes en x . Si l’on multiplie et 
divise par P { — Q { y en remplacant encore y 2 par sa valeur, on 
obtient une expression de la forme 

R(»4-y Ri(ar), 

oil R(x) et (x) sont des fonctions rationnelles de x . L’inte- 
grale I se partage alors en deux parties 



dont la premiere s’obtient immediatement, comme l’integrale 
d’une fonction rationnelle. Quant a la seconde nous l’ecrirons, en 
multipliant et divisant 1’element differentiel par y, 

S(a?) etant une fonction rationnelle de x 

S(^)=/ 2 R 1 (4 

II. — Forme normale de Legendre. Integrales de Jacobi. 

149. Forme normale de Legendre. — On dit qu’une integrate 
elliptique est ramenee a la forme normale de Legendre quand la 



raeine carree y est de la forme 

7 = A i — — 


ou k designe une eonstante appelee le module. Dans les re- 
cherches theoriques, cette eonstante k a une valeur quelconque 
reelle ou imaginaire; dans les applications a la Geometric, a la 
Physique, a la Mecanique, on peut, comme nous le verrons, la 
supposer reelle et moindre que l’unite. 

La raeine carree y ayant cette forme, ^oyons comment on peut 
calculer une integrate de la forme 

a laquelle on peut reduire toute integrate elliptique, d’apres le 
paragraphe precedent. Actuellement on peut encore, par des pro- 
cedes algebriques, simplifier cette integrale, en profitant de ce 
que y est la raeine carree d’un polynome bicctrre. La fonction 
rationnelle S(#) peut toujours s’ecrire 

x fiti(# 2 ), 


ou et Si { sont des fonctions rationnelles de L’intdgrale 
s’ecrit alors 



fit(a? 2 ) dx 

y 


■/ 


x ( x- ) dx 

y- 


La deuxieme integrale se ramene immediatement a uneintdgrale 
elementaire par la substitution 


qui donne l’expression 



(z ) dz 


oil le polynome sous le radical n’est plus que du second degre en z. 
Finalement, on est done ramene a l’integrale 


fSi(x 2 )dx n - 
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Si r on y fait le changement de variable 
'" r dx 


•2 3 7 


elle devient 


C dx r r dx 

Jo ? Jo /U — x 2 )(i~-k*~xZ) 

Si (sn- u) du , 


integrate d’une foncti on elliptique aux periodes 2K et 21YJ. Pour 
la calculer, il faut decomposer la fonction elliptique en elements 
simples, en procedant com me nous avons fait au n° 50 dans une 
question qui, au fond, est identique a la question actuelle. On 
ddcomposera d’abord la fonction rationnelle de x ~ 7 Sl(x-), en 
fractions simples 

SL(x 2 ) = C Q -f- ClX~-~. . C p X-P~±~ -r~ -T...-T ■ 

v ' p X 2 x’* x- m 

1 y r A , At Vi 1 

1 a (**— a)* {X 2 —X)P y 


ou nous mettons a parties termes en x’ el en ~ quand ils existent; 

la somme S est alors relative aux racines a qui sont differentes de 
zero. 

Faisant ensuite ^ — sn«, on sera ramene a calculer les inte- 
grates des types suivants 


( 8 ) J* sn- udu, J sn '*11 du, J* •••> J' sn - n udu, 


ou 11 est un entier positif ou negatif, 

du 


( 9 ) 


r du r di 

J sn 2 u — a ’ J (sn 2 u - 


‘ a )“ 


r du 
J (sn-u — a ) p j 


ou a est different de zero. Ces integrales sont faciles a obtenir par 
la decomposition en elements simples. 

On peut, par voie recurrente, ramener toutes les integrales du 
type (8) a la premiere de ce type. Quant aux integrales du 
type (9), elles se deduisent de la premiere en la differential par 
rapport a a. De la Timportance particuliere des premieres inte- 
grates de chaque type. Nous allons les calculer. 
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150. In tegrates de premiere, deuxieme et troisieme ©sp&ce, d’a- 
pres Legendre et Jacobi. — i° On appellc integrate de premiere 
espece I’integrale 


_ r x dx = r x 

“1 y ~ i v/(^ 


— teat) 


a 0 On appelle integrale de deuxieme espece , Pintegrale 

A* /*'**?, 
d o y 


qui devient, quand on j fait # = sn u, 


sn 2 u du. 


Cette integrate, que Jacobi designe par Z(«), a pour valeur (n° 100) 

e ff (o) e'(u) 

U 0(o) 0(a) 

Quand u augmente de aK ou de sfK' 1’expression que nous 
venons de trouver pour l’integrale de deuxieme espece £prouve 
des accroissements constants 


2 J = 2K * 




) 2KK' 


que l’on appelle modules de periodicite de V integrale de 
deuxieme espece . On en deduit la relation 

KJ' — JK' = 


3° On appelle integrate de troisieme espece {’integrate 
r x dx 

J 0 (^ 2 - a )r ? 

qui devient, quand on y fait x == sn u, 

r li da 
J sn 2 w — a ? 


ou a est different de zero. Pour la calculer, determinons un argu- 



nous aurons a caicuier i integrate 


r-^ 

Jn Sn2 11 ‘ 


qui est donnee par la formule suivante etablie au n° 100 


. snacna dna _ i H'( u — a) i W(u-r-a) B r (a) 

v sn- u — sn 2 a 2 H(u — a) 2 H ( u h- a ) ' 0(a) 


X sn a cn 


cn a dna du i T H (a — u) B r (a) 

- = - Lost tt- — u -tt , — - • 


— 777 — LV 

2 ^ H (a ~u) & (a) 


Si, dans la formule de decomposition ( 10 ) on change u en u-t-i K'. 
elle devient, d’apres la relation 


sn(z^ -r- i K') = 


et la formule donnant H(w -f- iK.') en fonction de ©(*/), 


k- sn a cn adnasn 2 a _ 1 Q r (u — a) 1 ®\u-~ a) B' (a) * 

1 — k- sn 2 a sn 2 u 2 Q(u — a) 2 B(u-r-a) 0(a) 


Pour designer Pintegrale du premier membre prise de o a «, 
Jacobi emploie la notation a) : 


n(w, a)= k 2 snacnadna f — 7 5 
do 1 


sn 2 u du 


— k- sn 2 a sn 2 u 


1 T 0(a — 11) 0'(a) 

~~ 2 ° b 0(a -r- u)~^ U 0(a) 


4° Formule recurrente pour le calcul de j* sn- n u du. En 
calculant P expression 


[sn 2/z_3 u cn u dn w], 


et designant, pour abreger, par s la fonction snw, on trouve 

( 2 n - 3 ) s*»-* ( 1 - s * ) ( 1 - A* * 2 ) — s 2 *" 2 ( 1 “ ** ) - * 2 s2n ~ 2 ( 1 52 ) 
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(272 — 3 )s 2 »- 4 — (2n — 2)(l H- £*)S*»-*-f-(2/l — 1)& 2 $ 2 *. 


En integrant on a 


s 2n du , 


S n 2 /Z ~" 3 1£ en u dn u = (272 — 3 ) J ' s 2 ' 1-4 afo 

— (272— 2)(i-+-£ 2 ) J* s 2n ~ 2 du-h(<in—i)k 2 J* s 

formuie qui permet de calculer toutes les integrates j ~ s 2n du (que 

7i soitpositif ou negatif) en fonction des deux premieres corres- 
pondant a n = 0, et n = 1 . 


III. — Reduction a la forme normale de Legendre. 


151 . Cas d ? un polynome bicarre. — Soit l’integrale elliptique 

pjf >*, 

ou S(#) est une fonction rationnelle de x , et y la racine carree 
d’un polynome bicarre 

y = 2Ba? 2 4- G. 

On peut encore ecrire, comme dans le paragraphe precedent, 

S(a?) = $L(# 2 )-h a? cR.^^ 2 ), 

oudl et,&< sont des fonctions rationnelles de# 2 . L’int^grale prend 
alors la forme 

J'Kpte+f!*: 4*1 

La deuxiSme integrate devient une integrate Slementaire par la 
substitution 

X 2 = z. 


II reste done a calculer l’integrale 



fft(a? 2 ) dx 

y 
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Si bon ne sastreint pas a n'introduire que des elements reels, cette 
integrale se ramene immediatemenl a la forme normale de Le- 
gendre. On a. en effet. en decomposant le polvnome bicarre en 
facteurs 

V — y A a 2 — x- \\ 3 2 — x- K 

% et 3 pouvant etre imaginaires. Si Ton fait ensuite 

a 


elle est reduite a la forme normale de Legendre et on la calcule, 
comme dans le paragraplie precedent, en faisant 

3 = sn (it, k \ . 

Alors on a 

x — 7. z = a sn it, \ ' a- — x- = a c n u , 
y/o- — x- — 3 \ 1 — k- z- = 3 <ln u , 
r = a 3 v -V cn u dn it, 

1 = — 1 ~= I dll’ a' 2 sn 2 it ) du. 



152. Reduction a la forme normale en quantites reelles, dans le 
cas d’un polynome bicarre de la forme A(a? 2 -t- x)(:r 2 -f- 3); A, a et 3 
etant reels. — Supposons que Ton ait 

y =/Aar 4 -+■ 2 B x ' 2 C, 

A, B. G etant reels et B 2 — AG positif : on peut alors ecrire 


X = /A(afi+a)(a?s+jlj, 


a et j3 etant reels. Plusieurs cas sont a distinguer suivantles signes 
des quantites A, ot et [3. Comme on peut toujours, devant le ra- 
dical, mettre \f ± A en facteur, on apourj^les types suivants ou a 
A. et L. 16 
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et b designent des quantiles reelles 



Voiei, pour chacun de ces types, une substitution reelle propi 
ramener Pintegrale 

j^yl dX 

a ia forme canonique de Legendre. 

Type /. — Soit 

y — V A <£" — b- — .>■ - <tt 2 )> 6-. 

La quantile y devant etre reelle, x 1 est exterieur a Finterv* 
6 2 . Deux cas sont a distinguer suivantque x 2 est inferieur a 
ou superieur a a 2 . 

Premier cas : x- < 6 2 . — On fait ; el Ton a 

7 = ^ v/(i — — * a =“<i. 

Le radical est done ramene a la forme demandee avec un mod 
reel moindre que l’unite. Faisant ensuite 

z — sn 11. 

on a 

x=bsnu , \Jb l — x‘ L =bcnu, s/o ' 1 — x' 1 = a d n u , 

y = ab cn w dn 

I = ^ ^ <?l(6 2 sn 2 u) du. 

Deuxieme cas : x 2 i> ct 2 . — Posons 
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Le radical est encore ramene a la forme demand ee. et en po 
: = sn f/, on a 


a 
sn a 


yx- — a- = a 


cn u 


Y = « 2 - 


sn a 
cn a dn u 


\ x- — b- — a 


d n if 


sn - it 


) du. 


i=-- [&{—)> 

aj \sn -u] 

Type II. — Soil 

y = — X-) ( x- — b - ), a- > 


Pour quejK soit reel, il faut que x- soil compris entre a- et h 
suffit de faire 

a- — x’ 1 — X' 2 . x'-<ia- — b 2 . 


pour ramener i’integrale 


a Pintegrale 


r si (x-)dx 
J \/ x a-~ x 1 ; y x- -—b-) 

r dl ( a- — x' - ) dx' 

J \I ( a - — x'- ) ( a - — b 1 — 


qui rentre dans le type I. 

Type III . — L’ integrate 

&0 2 ) 


J v/(«' 2 - 


: dx, x- < a 2 


■a? 2 )(#*-{- 6 2 ) 
se ramene de meme au type I par la substitution 

a 2 — x- = a?' 2 , 


qui donne I’integrale 






-a?' 2 J(a 2 -{- 6 2 — a;' 2 ) 


r 


Type /PL — L’integrale 


r__JRd^y)_ 

J v/(^ 2 — « s )(* s -l- 


62 ) 


</#, a? 2 > a 2 , 
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et b designent des quantiles reelles 


(I) 

a 

J 

<> 

& 

1 

II 

(II) 

y = /(a 2 — a?' 2 ) ( # 2 — 6 2 ). 

(III) 

y == y/(a 2 -— *r 2 )(^ 2 -i- 6 2 ), 

'.IV) 

y = /( a?- — a 2 )(rr 2 -l- 6 2 ), 

(V) 

y = \/(X 2 - h a 2 )(x 2 -h b 2 ). 


Y r oici, pour chaeun de ces types, une substitution reelle propr 
ramener l’integrale 

i=j&pd* 

a ia forme canonique de Legendre. 

Type I. — Soil 

y = y/( a- — x- ) ( b ' 1 — x - ), a 2 > b 2 . 

La quantite y devan t etre reelle, x 2 est exterieur a L’intervs 
a 2 , b 2 . Deux cas sont a distinguer suivantque x 2 est inferieur a 
ou superieur a a 2 . 

Premier cas : x 2 < b 2 . — On fait x ~ bz\ et Ton a 
y = ab — /c2^), /c 2 = ~ < 1 . 


Le radical est done ramene a la forme demandee avec un modi 
reel moindre que I’unite. Faisant ensuite 


; = sn u. 


x — bsnu, \Jb~ — x 2 = 6 cn u t sj a 2 — x- = a dn u, 
y = ab cn u dn u , 

I = ~ cR.(6 2 sn 2 u) du. 

Deuxieme cas : x 2 >a 2 . — Posons 

3 2 <1 , 


a 

x = 

z 


nous avons 
a' 


y - jpVC' — ^ 2 )(i — A***), dx = —~dz, = 
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Le radical est encore ramene a la forme demandee, et en posani 
^ = sn on a 


a f— ^ cn u dn u 

x = 5 V — a-= a ? \x- — /, - = a , 

saw sn a v sn// 

, cna dn /t 

r = <z~ > 

sn- ££ 

»=--/* A f—j—) du. 
a J \ sn- w / 

7V/>e i/. — Soit 

7= — d?* 2 )(J7 2 — «-> 

Pour que y soit reel, il faut quex 2 soit compris entre a- el b- . 11 
suflit de faire 

a- — x- = x ’ 2 . a;'- < a 2 — , 

pour ramener I’integrale 


a I’integrale 


r dl (x-)dx 
J \/{ a~ — x ' 1 ) [ X- — b-) 

r SU a 2 — a?' 2 ) dx 

J \/{ a 2 — x' 2 ) { a 2 — b 2 — x’~ i 


qui rentre dans le type I. 
Type 111. — L’integi'ale 


/; 


: dx , x 2 < a 2 


/( a 2 — x 2 ) {x 2 -b b 2 ) 
se ramene de meme au type I par la substitution 

a 2 — x 2 = x' 2 , 

qui donne Fintegrale 


S'/ (a- — 




x' 2 )(a 2 -h b 2 — x' 2 ) 


: dx'. 


Type IV. — L’integrale 

S\(x 2 ) 


f 


/(a? 2 — a 2 )(a?2-j-&2) 


dx, x-> a-, 



&(a? 4 ) 


pouvant s’ecrire 

r 

ab 




4- 



dx 

x~ 


est du type III si I’on y considere ^ comme la variable. On la ra- 
menera done au type I par la substitution 

1 1 _ '2 
a- x 2 


Type V. — Enfin l’integrale 


/; 




: clx , a 2 > b 2 


v/(# 2 4- a-)(#-4~ 6 2 ) 
se ramene egalement au type I par la substitution 

# 2 -f- a 2 = 


qui la trausforme en 


r a*) dx' y J ^ s 


183 . Reduction a la forme canonique de Legendre en quantities 
reelles quand / est la racine carree d’un polynome du quatrieme 
degre» — Nous allons montrer que Ton peut toujours, par une 
substitution reelle, transformer un polynome du quatrieme degre 
a coefficients reels en un polynome bicarre de la forme 

A (ar* -4- «)(**-+- 

A, a et fj etant reels. On sera alors ramend an cas precedent. 

On saitqu’un polynome du quatrieme degre, a coefficients reels, 
peut etre decompose, au moins d’une maniere, en un produit de 
facteurs reels du second degre. On peut done supposer 

y = /G(a? 2 4- ‘imx 4- /i)(a?2_ h 2}J.x-j-v), 

O, m, n, [j., v etant reels. Faisons x — E - ±J!i , t ^ lanl i a n0 uvelle 

I — i- t 

variable, p et q deux constantes. En substituant dans y et r^dui- 
sant au meme denominateur, nous aurons sous le radical le pro- 
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duit de deux trinomes en t. Determinons p et q de facon que ces 
trinomes ne contiennent pas de termes du premier degre en t : 
nous aurons les deux equations 


(ii) 

qui donnent 


\ pq — niip -4- q ) -4 n = o. 
i pq -4 :±{p — q)—v = 0. 


p-q = 


pq = 


/?? v — u 
;jl — m 


Les quantiles et q sont done raeines d’une equation du 
second degre; pour qu'elles soient reelles, il faut et ii suffit que 
la quantite 

A = ( n — v )- — 4 1 l 1 — m ) 1 /?i v — n u ) 

soil positive . Nous allons verifier que, si ie poiynome du qua- 
trieme degre en x n’est decomposable que d ? une facon en fac- 
teurs reels du second degre A, est positif; et que si cette decom- 
position est possible de plusieurs facons, on peutloujours la faire 
de telle maniere que A soit positif. En effet, appelons a , b, c, d 
les quatre raeines de ce poiynome, a et b etant les raeines de 
x- -f- 2 m x — {— /? , c et cl celles de x 2 -f- 2 • ix 4- v. On a 

<1111— — {a-T-b), n — ab , 21= — (c-^i, v = cc/. 


Substituant dans A, on trouve 

A = (a — c){ci — d)(b — c)(b — cl). 


Si a, b , c, d sont imaginaires, a et b sont conjugates, c et cl aussi; 
A est positif. 

Si ci et b sont reels, c et d imaginaires conjugues, A est positif. 

Si les quatre raeines sont reelles, on peut decomposer le poiy- 
nome du quatrieme degre en x de trois facons dilferentes en deux 
facteurs reels du second degre : supposons qu’on ait fait la decom- 
position de facon que ci)> b^> c >> cl) alors A est positif. 

Ainsi, dans tousles cas, apres l’introduction de la nouvelle va- 
riable t , y prend la forme 

y ~ (n -tf 


(A, a, 3 etant reels); 
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et Pintegrale 

J y 

dev ient 


( q —p) 


f. 


s( 


p •+- ? t 

I -H t 






On la ramenera a la forme canonique de Legendre par line des 
transformations indiquees dans le numero preceden t. 


Remarque . — Si Pon considere x comme Pabscisse d’un point 
sur une droite, la determination des valeurs de p et q revient a la 
recherche des abscisses des points qui di vise at harmoniqiiemenl 
les deux couples de points ayant pour abscisses les racines des 
deux trinomes 

a? 2 -h 2 p x -1- v . 


134 . Cas on le polynome sous le radical est du troisi&me degre. 
— Si Pon a une integrale elliptiqne 


avec 


/ 


S(x) dx 

~y ’ 


y — sj cix*-\r 3bx- -+- 3cx -+■ d, 


on peut encore, par une substitution reelle, ramener cette inte- 
grale ala forme canonique de Legendre. Le polynome sous le ra- 
dical ayant toujours une racine reelle a, il s 11 flit de fairc 

x — a = 1 -, 


pour etre ramene a une integrale dans laquelle figure la racine 
carree d 7 un polynome bicar re en t. 

\Iais, dans ce cas, il est plus simple d’employer la forme nor- 
male de M. TV eiers trass, comme on le verra dans le Chapitre sui- 
vant. 



CHAPITRE VIII. 

REDUCTION A LA FORME NORM ALE BE M. WEIERSTRASS. INVERSION. 


I. — Le polyxome sous le radical EST DU 


/ 


l So. Reduction a la forme normale. — Soil a calculer Fintegrale 
R i x > dx 


v /x 


ou X est un polynome do troisiemc degre 


Si nous effectuons dans X la substitution 


x = m z n. 


nous pourrons disposer des constantes m et n de faron que ie 
polynome Z transforme de X soil de la forme 


o-o et gz designant des coefficients constants. On reconnait imme- 
diatement qu’ii suffit de poser 

b 

n — — - 
a 


On voit alors que I’ on est raniene a considerer une integrate 



Sf ' z) dz 


/ 4 = 3 — g*.~ 


' b 3 


S(r.) designant une fonction rationnelle de 5. On dit qu’une in- 
tegrate de cette forme est de la forme canonique de M. Weier- 
s trass. 
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Si Ton pose ensuite 



on en tire, en faisant l’in vers ion, 

— P ( ^ ? ^25^3)5 

et Fintegrale elliptique I devient 



du, 


S(p u) etant une fonction rationnelle de pu. On calculera cel.le 
integrate par la methode de decomposition en elements simples, 
comme on Pa explique au n° 50. 

Les periodes de la fonction jdm se calculent d’apres les formules 
du Chapitre VI . 


156. Remarques sur Finversion. — Nousavons vu, des le debut 
de cet Ouvrage, que, si Ton construit la fonction pu avec deux 
periodes arbitrages aw et 2 w ; de rapport imaginaire, cctte fonc- 
tion z~ pu verifie une equation de la forme 



g'i et ^3 etant des constantes definies en fonctlo n des periodes 
par certai nes series. Inversement, etant donnee une equation de 
cette forme ou g 2 et ont des valeurs determinees clioisies 
arbitrairement, on peut toujours construire une fonction 
P( u i §21 gz verifiant cette equation. Cela resulte, comme nous 
1 avons de a remarque au n° 34, de ce que la fonction o ' u est re- 
presentee par une serie entiere en u , g 2) g% convergente quell es 
que soient ces quantiles et que la fonction 


verifie e quation ( 1 ) quels que soient^ et g s . 

Nous allons rappeler comment, g 2 et g 3 ajant des valeurs 
reelles quelco nques, on eut calculer une paire de periodes pri- 
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mitives de pu et verifier qixe la fonction pu : construite avec ces 
periodes, satisfaitbien a Tequation (11. 

Premier gas : Discriminant positif. — Supposons que dans 
Pequation 



P'-2 el g% soient reels el que le discriminant du second me mb re 
A = g* — 27 gl soil positif. Les racines e 4 , £0, e 3 sont reelles. 
Determinons les valeurs to et to ; par les egalites 


( 2 ) 

r * 

dz 


“- / /— 
'C, V 1 - 


— 5*3 

( 3 ; 

_ p* 

dz 


1 • /f=5 

'—g-i - 

”5*3 


de sorte que to et -y- sont des quantiles reelles et positives, et 

construisons la fonction pu qui admet pour periodes primitives 
•2 to, 2 to'. 

Cette fonction pa satisfait a une equation differentielle 



dans laquelle Go et G 3 ont des valeurs reelles rendant le discri- 
minant G* — 27 Gj; positif. II s’agit de demonlrer que Pon a 

Go = * G 3 = g 3 . 

Pour cela, rappelons que les demi-periodes to et to' de la fonction 
pu peuvent se deduire des coefficients de l’equation differentielle 
verifiee par cette fonction au moyen des egalites 


to — 




0/ 

i 



dz 


\f 4 z l — Go z - 


en designant par E 4 la plus grande et par E 3 la plus petite des 
racines du polynome 4 ^ 3 — Go 3 — G 3 . En comparant ces ex- 
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pressions de co el de j aux integrates ( 2 ) et (3) qai ont servi de 
definition a ces quantites, on est conduit aux egalites 


„+oo 

dz 


dz 

• 1 , 

— g%z — g % 

•A, /4 s 3 

- G 2 z - G 3 

r 

dz 

- r — 

dz 

! j /. -3 

— g ± z -1- 

~J-E, v/4^ 

G 2 Z — f- G ;$ 


Mais, d’apres le raisonnement fait an n° 141, les egalites pre- 
cedentes exigent que Fon ait 

Ei = ei, £2=62, E 3 = 

el, par suite, 

G.2 = g-. 2 , G 3 = gv 

Done Inequation differentielle donnee est verifiee par la fonc- 
tion pw qui admet pour periodes primitives 203 et 2 to', to et se 

deduisant des coefficients de Fequalion donnee a Faide cles inte- 
grates ( 2 ) et (3). 

Deuxiemecas : Discriminant negat if. — Elanl donnee .1 Equa- 
tion differentielie 

dans laquelle g 2 et sont reels, et tels que Fon ait 
A = ^1—27 g\ <o 5 

nous allons construire une fonction pa verifiant celte equation 
differentielle. 

Soient e 2 la racine reelle, e { , les deux racines imagi naires 
conjuguees de 4 z* — g»z — g$= o\ posons 



231 


REDUCTION A LA FORilE NORMALE DE M. W E I E R ST R A SS. 

et construisons lafonctionpz^ aui admet pour periodes primitives 

203^ 2C0 3 . 

Cette fonction pu satisfait a une equation differentielle 



les periodes 2 03 3 etant imaginaires conjuguees, on sait que 
Go et G 3 sont reels et que le polynome l\z % — G > - — G : » admet 
une seule racine reelle : soient Eo la racine reelle, E|, E 3 les ra- 
cines imaginaires conjuguees de ce polynome ; de plus, on a 


dz 

(1)2 = I ■■■ y 

s/4 53 — G.i z — G 3 
04 _ dz 

L — E ; \fk& — Go -3 — G;> 


II s’agit de demontrer que Go et G 3 sont egaux respectivemenl 
a S' 2 et g 3 . 

D’apres ce qui precede, on doit avoir 


dz _ f + x dz 

\/(z — ei)(z — e. 2 ){z — e 3 ) Je* vA- — Ei )<'- — E 2 L - — &:i ) 

el 

ch = r +x _ dz 

♦/( -+- e 1 ) (-s -+- e*){z -t- e z ) «/_e s \A 5 -f" Ei)(w -r- l-aji 5 -t- ) 

Mais nous avons vu (n° 139) que ces egalites ne pen vent avoir 
lieu que si E 2 , E l7 E 3 sont egaux respeetivement a <? 2 , e,. e 3 et 
par suite si Ton a 

Go — G 3 = 

Done la fonction pu que nous avons cons truite avec les pe- 
riodes 2 03 1 , 2 o) 3 satisfait a [’equation differen tielle donnee. 




||. — Le polynome sous le radical est du quatrieme degre. Premier 

MODE DE REDUCTION OU L’ON NE SE PREOCCUPE PAS DE LA REAL ITE. 

On a deja donne n° 152 une methode pour faire l’inversion de 
l’intearale f = en se servant des fonctions de Jacobi. Mais, 

& J M*) 
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pour appliquer cette metliode dans le cas general, il faul decom- 
poser F(s) en un prodult de deux facteurs du second degre, ce 
qui conduit a resoudre une equation du troisieme degre. 11 y a 
interet a eviter cette question auxiliaire, surtout lorsque le poly— 
nome du qualrieme degre F(p n’a pas ses coefficients nume- 
riques et contient des constantes arbitraires, comme cela se pre- 
sente souvent dans les problemes de Mecanique. Cette difficult^ 
se trouve ecartee quand on fait l’inversion en se servant des fonc- 
tions de M. Weierstrass. 


lo7. Cas partioulier. — Parmi les formes diverses que peut 
prendre la formule d’addition de la fonction pu, nous avons ob- 
tenu la suivante (n° 4o) 


pu — p(u-hv) 


1 0 / p' a — p ' v \ 

2 du \ pu — pv ) 


Si done on pose 

(i) 


1 P' u ~ P ’v 

2 p U — p V 


en regardant v comme une constante et t comme une fonction de it , 
cette fonction verifie l’equation differentielle 

(£) 2=[pK - p( “ +t,)]2 - 

Nous allons exprimer le second membre en fonction de t et ve- 
rifier qu’il est un polynome du quatrieme degre en t. 

Dans tout ce qui suit nous rendrons les resullats plus faciles a 
retenir en employant une representation geometrique. 

Considerons la cubique 

decrite par le point de coordonnees 


x = pu, y = p r u, 

cubique etudiee aux n os 58 et suivants. Coupons cette courbe par 
une secante passant par un point fixe P de parametre r el un 
point variable de parametre u ; le coefficient angulaire de la se- 
cante est 

p'u — Wv 

a — L j — =2t 

pu — pv 
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et le troisieme point d’intersection a pour para metre — (u-^v) 
(n°60). Nous a vo ns obtenu dans le n° 60 des formuies qu'on petit 
ecrire, en j remplacant a par 2 t 1 

1 P « “ PP ] ■+■ [p(« v) - = t-— 3j>r, 

[P« — P^ltpCK -f- v) — pi? »] = 1 j pV — a/pVj: 


ces identites montrent que pu — pv et p(it-t-r) — pc sont ra- 
cines d’une equation du second degre ayant pour coefficients des 
polynomes en £. En elevant la premiere an carre et en en retran- 
chaut le quadruple de la seeonde, on a 

[pM — p(u — i p)] 2 = it- — 3 pp f 2 — 2 (p'"c — 2/pV), 


et Inequation differentielle que verifie £ peut s’ecrire 
en posant 




fit) = {t’ 2 — 3pc) 2 — 2(pV — 2 tp'V). 


Les racines de ce polynome fi t) sont les moities des coefficients 
angulaires des tangentes menees du point P a la cubique; en effet, 
si t devient egal a une de ces racines, on a p u = p(u 0 ), et 
la secante de coefficient angulaire 2 1 coupe la cubique en deux 
points confondus. 

En resume, si t est defini en fonction de u par l’equation 


du — 


dt 

s/Jyt) 


t peut s’exprimer en fonction uniforme doublement periodique 
de a par la formule ( 1 ) et il en est de meme de qui est 

egale a ~ * On exprime ce resultat en disant qu’on a resolu le pro- 

bleme de l’inversion pour le polynome f(t). Ce polynome du 
quatrieme degre en £ ne renferme pas de terme en £* et contient 
trois constantes arbitraires, qui sont l’argument v et les deux inva- 
riants go et g z de la fonction p. 

Nous allons voir que, si le polynome sous le radical est un po- 
lynome du quatrieme degre quelconque, on peut toujours, apres 
en avoir fait disparaitre le terme en £ 3 , l’identifier avec /(*). Le 
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cas particulier que nous venons de traiter nous donnera done la 
solution du probleme de l’inversion pour un polynome du qua- 
trieme degre quelconque. 


1S8. Le cas general ramene au cas particulier precedent. — 
Soit un polynome donne du quatrieme degre 

cp ( t) = £*■-+- 6 a 2 4 ^3 * 

debarrasse du terme en ft . En 1 identifiant avec le polynome f(t ) du 
numero precedent, on trouve, en vertu de 2 p f; p = 1 2 p- ^ g 2 , 

pv= — a 2> p'p = a 3 , £s — 3 p-v = «/,.. 

La derniere de ces egalites peut etre remplacee par la suivante 

£2 = a i.H- 3 a| , 

et Ton voit que les trois constantes pe, p r v et g 2 se trouvcnl de- 
termines. La valeur de g z peut se deduire de Fequalion 


elle est egale a 


p'2p=4p3 ( ;- O - a pp — 

^a= — «a* 


On a done, pour identifier les deux polynomes, les relations 
concordantes 

g 2 = a*-H 3a|, ^ 3 =a 2 a/, — — a|, 

pp= — a 2 , p'p = aj. 


Ces relations definissent les deux invariants go et g$ et 1’argu- 
ment constant v. 

Si le polynome donne est un polynome F(xs) renfermant un 
terme du troisieme degre 

E ( Z ) = > -f- 4 Cl i G &<* 4 ^3 S H - ^4 , 

on fera disparaitre le second terme en posant 



on a alors 


F(^) — ao(t^-+- 60,2 £ 2 -h 4 a 3 ^ -H a O = cio cp( £)> 
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o u 


a* — a\ a ?t a - — 3 a ti a t — 2 a ? 

a .7 = - i • a > = — - — : — i . 

a- ' at 


: 


« 3 — 4 a J « ;j — 6 c/o af — 3 a f 


a* 


On tr oiive enfin, pour g. 2 et g 3 . les expressions suivantes 


2;-r = 


■>= a. 2 X; — a- — as = 


*5 

T 


en posant 


S = — 4« 1 tf 3 -i- 3«s, 

T = iaia*a z — — erf £+• 


Remarque. — S et T sont les invariants do polynome 
-3' v -4- 4 a 1 - 3 -r- 1> «2 ~ 2 -f- 4 ^3 ^ -T- # 


Si 1’on calcule les valeurs particulieres de S et de T pour le po- 
lynome 

fit) = * 4 — G^.pv -T- 4 v -+- £2 — 3p 2 r, 


on trouve et 

On obtiendrait done immediatement les relations donnant g 2 
et g 3 en egalant les valeurs des invariants des deux polvnomes 
que Ton veut identifier. 

Les expressions dep^ et de p r v en fonction de a 0 , a {J a 2 , « 3 , 
a fi s ? obtiennent de meme en remplacant a 2j a 3 , a 4 , par leurs va- 
leurs; on pent alors enoncer la regie suivante : 

159. Regie. — Soit F (5) un polynome du quatrieme degre 
quelconque 

F (^) = a 0 z’* -t- 4«i a 3 -f- 6 ci% z- -t~ 4 z -f- 

et soient S et T les fonctions suivantes des coefficients de ce po- 
lynome 

S = ct 0^4. — 4 ^1 ^3 -F 

T = a 0 <^2 2^ia 2 «3 — a\ — — a\a 4. 
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Si Ton prend les fonclions elliptiques ajantpour invariants 


__ s _ T_ 

g ~~~ <*v 

et un argument constant v defini par les egalites 


P v 


- a o a o 


F = 


a$a % — 2 a\ 


et si Ton pose 


«i p'u — p'v 
a 0 ' 2 pu — pv 


on a 
puis 


V F ( - ) = t / a a [pii — p(w-+-«>)]. 

1 r /j, _ ( ? z 11 _ (* d z 

V 7 «o v/«o J /F(*) 


ce qui donne la solution du probleme de l’inversion pour le poly- 
nome du quatrieme degre F(^). 

A un point de vue geometrique, ces formules peuvent aussi 
s’ interpreter comme il suit : 

Si Ton considere la courbe du quatrieme ordre 


Z = \/K(s), 

les coordonnees Z et z d’un point de cette courbe peuvent s’ex- 
primer en fonctions uniformes du parametre u par les formules 

! P' u ~P r \ 

a 0 2 pu — pv 
Z = /a Q [pM — p(n+ (>)]. 


III. — Inversion en quantites reelles. Discriminant positif. 

160. Expression elliptique des racines d’un polynome du qua- 
trieme degre. — D’apres ce qui precede, etant donne un polynome 
du quatrieme degre 

F(z) =z a Q z r + -+- 4 a L z z -h 6 a 2 z--+- 4 a 3 z -h a 4 , 
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les invarianls des fonctions elliptiques el Fargument constant c 
etant convenablement choisis, le polynome F(s) prend la forme 

F(^) = a 0 [pu — p(u-hrj] 2 . 

Celle forme permet de trouver simplement les valeurs de Far- 
gument a qui correspondent aui racines de F (z). Pour Time de 
ces valeurs, on doit avoir 

p«-p(a-fp) = o, 

ou bien 

U -T- V = “Z U — 2 m to -4- 2 11 to', 

m et n etant des nombres en tiers. On ne doit pas prendre le 
signe — , puisque v n ? est pas un multiple des periodes. En prenant 
ie signe — , on trouve 

a — m to -T- n oj , 

et il suffit de considerer les quatre valeurs suivantes de u : 

v __ r __ v v 

U 0 Ui ^ , to, u 2 ‘2 1 to . to . 11% ^ ‘ • 

161. Discussion relative a la realite des racines. Gas ou le dis- 
criminant est positif. — Nous supposerons dans ce qui suit que 
les coefficients de F(-s) sont reels, de sorte que, lorsqu’on fait 
l’inversion, g* et g% sont reels. De plus, nous nous limitons pour 
le moment au cas oil le discriminant est positif. La courbe 

x = pu, y=p’u 

se compose d’une ovale et d’une branche infinie. Les valeurs 
de pv et p r v etant reelles, v est le parametre d’un point reel de la 
courbe. L’une des periodes to est reelle, l’autre to' purement ima- 
ginaire. 

Les arguments 11 s sont les parametres des points de 

contact des tangentes menees a la cubique x = pu, y = p' u par 
le point de parametre c>; les valeurs correspondantes de 

t = I p'u — p'v 

2 p U — p P 

sont les demi-coefficients angulaires des quatre tangentes, et Fon 

A. ET L. 


*7 
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voit, en se reportant a 1’expression de z en fonction de u , que le 
nombre des racines reelles de F (z) est egal au nombre des tan- 
gentes reelles qu'on peat mener ala cubique par le point de para- 
metre p. 

Nous avons vu (n° 63) que les quatre tangentes sont on toutes 
reelles, ou toutes imaginaires suivant que le point p appartient a 
la branche infinie ou a Povale, c’est-a-dire (n° 63) suivant qu’on 
a a la fois 

pv>o, p"p>o, 

ou que Tune au moins de ces inegalites n’est pas verifiee. 

D’apres la valeur de pp en fonction des coefficients du poly- 
nome, on peut enoncer ce resultat ainsi : 

Dans le cas du discriminant positif ’ le polynome F (z) a ses 
quatre racines reelles , si Von a d la fois 

a\ — a 0 a 2 > o, 12 (af — a 0 a*) a — Sag > o. 

Si rune de ces inegalites rCest pas verifiee , le polynome a ses 
quatre racines imaginaires - 

Les quatre racines rangees par ordre de grandeur. — De- 
signons par 

^2? ^3? 

les valeurs de z et par 

t o? hi 

les valeurs de t qui correspondent aux arguments 
a 0 > u u a 2 , 113. 

Dans le cas ou les quatre racines sont reelles, les quatre valeurs 
de z sont rangees dans le meme ordre que les valeurs correspon- 
dantes de t. 

Or on peut voir sur la figure {fig- 20 ) dans quel ordre sont 
ranges les coefficients angulaires des quatre tangentes menees du 
point P de parametre v, en remarquant que chacune de ces tan- 
gentes n’a d’autre point sur la courbe que le point P et son point 
de contact. En supposant 

0<P<0), 

on voit (fig- 20 ) que les valeurs de t sont rangees dans Pordre 
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suivant 

et. par suite, on a 


Fig. 20. 



\ 


162. Inversion en quantites reelles. — Supposons que Ton ait 


fait [’inversion de l’integrale 


✓F(-) 


par la methode des n os 158 et 159. Cherchons quelles valeurs de a 
I’on doit prendre pour que £ et y F(s) soient reels tous les deux. 


i° Cas oil Les quatre rcicines so/it imaginaires . — Alors F (z) 
est toujours du signe de a Q . Si done a 0 est negatif, y/F(u) n’est 
jamais reel en merae temps que Si a 0 est positif, il suffit que ^ 
soit reel pour que \J F (z) le soit, e’est-a-dire que 

t= I p ' u — 

2 pu — pv 


soit reel. Or, puisque les quatre racines sont imaginaires, le 
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point P, de parametre p, appartient a l’ovale. Si nous menons par 
ce point P une secante de coefficient angulaire 2£, cette secante 
rencontre toujours, quel que soit t , la courbe en un autre point 
appartenant a P ovale et en un point appartenant a la branche in- 
finie. En d’autres termes, a une vale ur reelle de t correspondent 
pour u une valeur reelle et une valeur de la forme a-h w', a etant 
reel. 

Ainsi, qnand les quatre racines sont imaginaires, il riy a 
de solution que si a 0 est positif; on doit prendre alors u reel 
ou u — to' reel. 

2° Ccts oil les quatre racines sont reelles . — Le point de 
parametre v est alors sur la branch e infinie de la cubique, comme 
dans la fig . 20. 

L’argument p peut alors etre suppose reel et compris entre — co 
et 03 (n° 63 ). 

Nous ferons la discussion en supposant 

O < V < O), 

ce qui est d’accord avec la figure, et nous ecrirons 
F(^) = a 0 (z — *o)(~ — ^3 ) (^ 

les racines se succedant dans le produit suivant Pordre de grandeur 
decroissante. 

Soit d’abord a Q > 0. Comme z est suppose reel, pour que 
y/F (z) le soit, il faut que z verifie l’une des inegalites suivantes : 

- >~ 0 , z z z Ll 

ou bien que t verifie Pune des suivantes 

t > to, tz'yt'yti, t •< q. 

Or le point P se trouve maintenant sur la branche infinie. Si nous 
menons par P une secante de coefficient angulaire t et si Pon a 

ou t<ti, 

les deux points variables d’intersection appartiennent a la branche 
infinie : les valeurs correspondantes de u sont reelles. Si Ton a 


h>t>t 2 , 
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les deux points variables d'intersection apparliennent a Fovale et. 
pour cbacun d'eux, u — t o est reel. Ainsi , quand a Q est positif , 
on doit prendre u reel ou bien u — oF reel. 

Soil maintenant a 0 <C o, on doit avoir 


t ,1 > t > 1 3 ou 1 2 > t > t 


Si Fane ou Fautre de ces inegalites est verifiee, la secante 
menee par P et dont le coefficient angulaire est ‘it ne rencontre plus 
la courbe ; les abscisses des deux points variables d'intersection 


P u* p(u-r-i') 


doivent etre imaginaires conjuguees. Or, si nous posons u=a-+-bi* 
a et b etant reels, la formule d'addition montre que p ( a — hi) 
et pi a — bi ) sont imaginaires conjugues; ii faut done que 1 'on ait 


ou bien 


p ( v -4- a -r- bi) = p (a — bi) 


v -f- ct -f- bi = ~z ( a — bi) 2 m u) — 2 n co\ 

m et 11 etant des nombres entiers. On ne pent pas prendre le 
signe ~r, car, en egalant les parties reelles, on trouverait 


v = 2 mu), 


ce qui n’a pas lieu; on doit done prendre le signe — et Fon a, par 
suite, 

p -f- 2 ct = imo) -7- inoi' 

n doit etre nul, puisque e et a sont supposes reels, et Fegalite 
peut s’ecrire 

p 

a = — - — h ww, 

ou il suffit de considerer pour m les valeurs o et i . 

Nous trouvons done, comme condition necessaire, que u doit 
etre de Pune des formes suivantes 

p p 

11 — — - -4- w , 11 = — — — to ibj 

2 2 

b etant reel. Nous allons verifier que cette condition est suffisante. 
Od voit d’abord qne, si u a Tune des formes prec^dentes, t est 
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reel. Ed effet, on a, d’apres Finterpretation geometrique de t, 
comme demi-coefficient angulaire de la secante, 

2 pu — pUi 

Si 

V -7 

U = i- 10, 

2 

u el U\ sont imaginaires conjugues ; il en est de meme de pu el 
de pu { , puis de p r u et de p' u { : done t est reel. Si 


u — — 

V 

2 

co ib, 

U[ — — 

f- 

h- to -h ib) 



I 

2 CD = — 


-h to — ib. 


Done pu et pu { d’une part, p r u et p' U\, d’ autre part, sont ima- 
ginaires conjugues, t est encore reel. Dans les deux cas, la secanle 
de coefficient angulaire 2 £, menee par P, rencontre la cubique en 
deux points imaginaires. II faut done que l’on ait 

£o>£> ^3 OU t% > t t\. 

Done enfin, pour une valeur de u de Pune des deux formes consi- 
derees, z et y/F(s) sont reels tons les deux. 

Ainsi, dans le cas oil les quatre racines sont reelles et oil a 0 
est negatif, on doit prendre u + ^ ou bien u 4- ~ — to pure - 
ment imaginaire . 

La demonstration a ete faite en supposant o<c'<o.Le resultat 
est encore vrai si t 5 est compris entre 0 et — to. 

163. Resume. — Le discriminant 6tant positif, si Pon veut que 
z et soient reels tous les deux, la forme de P argument u 

est donnee par la regie suivante : 

i° Les quatre racines de F (z) sont imaginaires . — Si a 0 est 
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positif, on doit prendre a reel on bien u — reel; si a 0 est ne- 
gatif il n’y a pas de solution. 

2 ° Les quatre ratines de F (z) sont reelles . — Si a 0 est po- 
sitif, on doit prendre u reel ou bien u — or reel. Si a 0 est negatif, 

on doit prendre u -j- ^ ou bien u ~ ^ — w purement imaginaire. 

Ces cas i° et 2 0 sont les seuls qui peuvent se presenter quand 
le discriminant est positif. 


IV. — Inversion en quantites reelles. Discriminant negatif. 

16-4. Racines de F(^). — Soil, comme preeedemment, le polv- 
nome du quatrieme degre a coefficients reels 

F(-)= ct (i z*-+- 4«i- 3 -r- Ga«z*-+- $a z z — a-+. 

Les quantites et g% etant calculees comme plus liaut en fonction 
des coefficients de ce polvnome, nous supposons maintenant le 
discriminant gl — 2 - negatif. 

Nous designerons, comme au n° 132, par lo { et oj 3 un couple de 
periodes primitives de la fonction p, periodes que Ton pent sup- 
poser actuellement imaginaires conjuguees 

2Wi= (1)',, O 0J3 = 0)2-7- Cl)'. 2 , 

Wo designant une quantite reelle et une quantile purement 
imaginaire. 

On voit immediatement, comme au n° 160, que, si Ton pose 

z == _ I p'tt — p r v 

a 0 ' 2 pu — pv 5 

les invariants de la fonction p et T argument constant p etant con- 
venablement cboisis, lesracines du polynomeF(^) correspondent 
aux arguments 

V P p p 

U. ( ) = — — ? U\ — — — i W 1 5 W-2 — — — + COj ~t~ W3, ££3 ~ — — -f- Cl) 3. 

Nous supposons que les coefficients de F (z) sont reels ; alors 
les quantites qui ont servi a definir pp et p'p sont reelles, et Ton 
peut toujours supposer p reel et compris entre — too et oi 2 . 
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Ou voit done que F (z) a deux racines reelles correspondant 
aux arguments 

e v 

Z/-0 — — u 2 — " tWo, 


et deux racines imaginaires conjuguees correspondant aux argu- 
ments 

p _f. to 9 — -4- tOo -f- to.! 

W l = ll3== 2 


Si I’on considere la courbe 

x = pu, y-p'u, 

precedemment etudiee (n° 142), on sail que cette eoui'be n’a pas 
de points reels en deliors de la branclie infinie representee sur 
i a fig* 19. Le point P de parametre ^ est un point de cetle branclie. 

Par ce point on peut mener a la courbe deux tangentes reelles. 
Les demi-coefficients angulaires de ces tangentes sont les valcurs 
que prend le rapport 

t= 1 p'u — p'v 
2 pu — pv’ 

pour u = u 0 et u = u 2 , valeurs que nous designerons par t 0 et /o. 
Dans la discussion qui va suivre nous supposerons 

o < o < to 2 ; 


on voit alors sur la fig . 19 que l’on a 


et Ton en conclut 


to^> ^2 


*0> Z i‘ 


16o. Inversion en quantites reelles. — Cherclions quelles va- 
leurs de u ilfaut prendre pour que z et y/F (z) soient reels tous les 
deux. Comme on a 

F(z)= a 0 (z—z 0 )(z — z,)(z — z t )(z — * 3 ), 

et que elz z sont imaginaires conjugues, il suffit, si z est ddja 
reel, que Ton ait 

a 0 (z — 2 0 )(z — z 2 ) > 0. 

i° Supposons d’abord que a Q est positif : il faut que 5 vdrifie 



REDUCTION A LA FORME NORMALS DE M. WEIERSTRASS- 2<j5 

Tune des inegalites 

- > -o OU C < ^2 

et par suite que i verifie l’une des inegalites 
/ > ou t < t-2 : 


une seeante, iuenee par P et dont le coefficient angulaire est egal 
a ‘it , rencontre alors la courbe en deux points reels. 

Done si a 0 est positif) on doit prendre u reel . 

2 ° Supposons maintenant que a 0 est negatif; t doit verifier la 
double inegalite 

la secante, menee par P et dont le coefficient angulaire est egal 
a ne rencontre plus la courbe. Les abscisses des points va- 
riables d’intersection 

p u, p ( a -e {' ) 

doivent elre imaginaires conjuguees. C 7 est cette condition qui. 
dans le cas actuel, va nous determiner la forme de u. 

Posons it =a -h bi\ a et b etant reels p(a -j- bi) et p( a — bi) 
sont des quantiles imaginaires conjuguees : on le verifie a Paide de 
la formule d 7 addition. On doit done avoir 

p(p ~a~h bi) = p(« — bi) 

et, par suite, 

e -+- a -r- bi —± (a — bi )-h 2 /nan -f- 2 /zao 3 . 

Prenons d 7 abord le signe — ; l’egalite devient 

+ = 2 771 CO i -+* 2 7Z C0 3 

— 77? ( CO 2 — CO ' 2 ) -f- /Z(o)o-t- w' 2 ). 

Comme a et v sont reels, on doit avoir 11 = m, et Pegalite resolue 
par rapport a a devient 

v 

a — h 7titdo : 

2 

il suffit de donner a ?n les valeurs o et 1. Pour m= o, ^ “ est 

purement imaginaire. Pour m= 1 , u H- ~ est egal a une quantite 
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purement imaginaire augmentee de o) 2 . Mais ce cas rentre dans le 
precedent si l’on remarque que (n° 135) 

j) (to 2 -4- u)= p (Wg H- u). 


Reciproquement il est facile de verifier que, pour un argument u 
de la forme 


u = — 


o 


ib , 


ou b designe un nombre reel, t est reel el compris entre t 0 et 1 2 . 
En effet, puisque 2 £est le coefficient angulaire de la secante allant 
da point P dont le parametre est v au point donl le parametre est u, 
on a 

iii — — ( u -+- v ). 


t = l pu — p “1 

2 p ll ~ p U X * 


Si Ton prend 


= - - -t- ib, 
2 


on a 


ui— — 


ib 


= - - — ib, 
2 


etPonvoitque puel pu { d’une part, p f u et p* u { d’aulre part, 
sont des quantites imaginaires conjuguees. Done t est reel. De 
plus la secante meneepar P et de coefficient angulaire 2 rencon- 
trant encore la courbe en deux points dont les abscisses sont des 
quantites imaginaires, t est neeessairement compris entre t Q el t 2 . 
Done a une valeur de u de la forme consideree correspondent 
des valeurs reelles de 5 et de y/F(s). 

Nous avons choisi le signe — dans I’egalite exprimant que pu 
etp(w-j-p) sont imaginaires conjuguees. En choisissant le signe -j- 
dans la me me egalite, on serait conduit a des arguments pour les- 
quelsp^ et p(u-\-v) seraient bien encore des quantites imagi- 
naires conjuguees, mais ne rendant pas reels z el: y/F (z). 

Aiiisi , quand a 0 est negatif 3 il faut prendre u + ^ purement 
imaginaire . 
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166. Kesume. — Pour que ^ et \ F(z) soient reels tons les 
deux : 

Quand a 0 est positif , il faut prendre u reel ; 

Quand a 0 est negatif, il faut prendre u -f- ~ purement imagi- 
naire. 


V. — Methode de M. Hermite. 


167. Methode gener ale. — M. Hermite a donne le moyen de 
ramener a la forme canonique adoptee par M. Weierstrass une in- 

/ d 3c 

dans laquelle X designe un polynome general du 

quatrieme degre. Xous indiquerons, a litre d’exercice, cette me- 
thode dont nous n’aurons pas a faire usage. Soil 

X = a^x*~ 4«i^ 3 — 0>a*x- — 4 ci^x ci\ 


un polynome et H le hessien de ce polynome, 

H =(a 0 #2 — a\)x'*-\- 2(a 0 «3 — ci\ a. 2 )x 3 

-h ( -r- 2 Cli dz — 3 a\)X- -T- 2 ( Cl 1 Cl ; — CUCtnjX Cl* Cl\ — Cl 5 . 


Si 1’on pose 


on aura 


H 

r 



d\ 

%/4S 3 — 


S et T designant les invariants du polynome X 

S = a Q ci\ — 4 -H 3 at , 

T = a 0 a2^-f- 2<2j a 2 «3 — af — ciQa\ — a\ a i5 


Pour s’en assurer, il suffit de substituer £ dans l’integrale du 
deuxieme membre el d’admettre l’identite suivanle, facile a verifier 
quand le polynome X est bicarre, 


X 3 



4J* S 


en designant par 4 J le jacobien des polynomes X et H 

. <3H 


iJ = X 


dx 


•H?. 

OX 
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Cas particulier. — Ainsi on verifiera aisement que Ton a 
dx r 


4 


f- 6ma? 2 4- I 



“T- TYl) ( £ 


en posant 


ni(x u -r- i)-t-(i — 3 jn 2 )x 2 
x'+-h 6 nix 2 -h i 


H 

X ‘ 


Cela resulte des identites 

(H-mX)^H+ - 
( 9 ^- 0 * 


X H + 


m -I- r 


[x(x*-+- 1) (a^ 2 — I)]-, 


m -+- 1 




CHAPITRE IX. 

APPLICATIONS D1YERSES TRAITfiES AVEC LA NOTATION 
DE M. WEIERSTRASS. 


I. — COURBE ELASTIQL'E PLANE ET SANS PRESSION. 


168. Mise en equations. — Nous avons deja traite cette question 
au n° 126 al’aide des fonetionsde Jacobi; nous allons la reprendre 
en nous servant des fonctions de M. Weierstrass et nous en pre- 
parerons [’application au cas du prisme droit charge debout. On 
pourra, de cette fa con, comparer les deux systemes de notations 
en les appliquant a un meme exemple. 

L’equation qui donne la forme de la courbe elastique dans la 
position d’equilibre contraint et qui a ete obtenue au n° 126 pent 
s’ecrire avec un changement de notation 


G designant un coefficient positif et a la mesure d’une longueur 
que nous laisserons arbitraire. Ces constantes sont liees a la con- 
stante c employee au n° 126 par la relation 


Cl 

a2 


i 

c- 


On trouvera, a la page suivante, un Tableau de formules que 
Ton passera a une premiere lecture : ce Tableau donne le resume 
des formules etablies dans ce paragraphe. 
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Ta.ble.uj de formules. ( Courbe elastique plane et sans pressi 


(0 


o a- 


d~x . n d§ i . A 

— — = — smO-y- = smb, 

ds 2 ds p 


(a) 

(3) 


(4) 

(5) 

( 6 ) 


II 

-§1 

+ D, 

ds 

cc 2 

;)•- 

V a' 2 

7 _ 

1 p'zz 


a 2 p — e 2 

(pu— e 2 )[p(w-+- to*) — e 2 ] = Oi — ez)(e$—ei), 


(pu — e-))H-[p(« -r- to 2 ) — e->] = — 3 e 2 , 


(7) ( — 36 3 ) — 4C«s— Ci)(e s — e 3 ) = [j)(ifcH-co 2 )— p w] 2 = 


( 8 ) 

(9) 

( 1 0 ) et (i i) 


a* C/ 


D\* _i_ 

G 2 


_l /^Y 
c* v ^ , 


a dii = G i ds, 


s^ = ! S _3e2=j3M+p(K+w2) - 2e21 


( 12 ) 

03) 

04) 

(io) 


— i[.w + ) -t- 2U6 *] -H const. , 


w* 

ZC — • — — H— 
2 


a dt — G c/ 5 , 


- = Z r ^ 


-h iV ) — U — — ^ 


■ 2 e 2 t . 


(16) 


z 

a 


t0 2 
— H- iif 
2 


Wo . \ 

— H- z£ 1 — p to 2 
, to 0 


('7) 


z — zo _ £ 

« 2 


/ • , \ tOo 

P(«0— Pj 
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169. Integration par les fonctions eUiptiques. — La relation n 
peut etre consideree comme une equation differentielle du second 
ordre de la courbe. Xous aliens integrer cette equation. En de- 
signant par s Pare de la courbe c ample a partir d‘une origine fixe 
el par 8 Tangle de Ox avec la tangente supposee menee dans le 
sens qui correspond aux arcs croissants (fig. i'\ : p. iSj), on a 


dx 

~ds 


cos6. 


dv . 

= — sinfJ. 
ds 


De la premiere egalite Ton deduit, par differentiation. 


d-x 
ds - 



puis, en remplacant sinB et ~ = ~ par leurs valeurs, 

d-x _ C dr 
ds - ~ “ a- ~ ds 


Integrons ? ce qui donne 


(a) 


^ = c4 

as a- 


— D, 


D designant une nouvelle constante, et portons Texpression ainsi 

obtenue de --- dans la relation 
ds 



170. Inversion. — En remarquant que le polynome du qua- 
trieme degre donton veut faire Tinversion est bicarre, on est con- 
duit a appliquer dela facon suivante la methode donnee au n° 157. 
Posons, en adoptant les notations du Chap. VI, § 1, 

v r p' u 

(4) -= ; 

' J a 2 p a — e-i 

on sait que Ton a 

(5) (pu — e 2 )[p(a -f- o) 2 )— e 2 ] = (e 2 — ei)(e 2 — e z ), 

y2 

(6) — e.,)-h[p(«4-w 2 )— e 2 ]= — j — 3e, 
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et, par suite. 


i (dy 


j-SeX-i (e i —e l )(e,-e 3 ) = [p(u-h^)-puY-=~l-^ 


Pour identifier le poljnome du quatrieme degre qui forme le 
premier membre de cette egalite avec le second membre de l’ega- 
iite (3), nous mettrons cette egalite (3) sous la forme 


/ y- D \ 2 i 


i /dyy 


a c 7 c 2 cn* 


et il nous suffira ensuite de poser 

Tr; =4(^2 — e l)( e 2 — fia); 


• 3 eo — &i — e-y -f- c 3 — ^2* 


On voit que e, — e 2 et e 3 — e 2 sont les racines cl’une equation clu 
second degre dont le discriminant est 




Nous nous bornerons dans tout ce qui suit au cas de D 2 <i. On 
reconnaitaisement que cette inegalite doit etre verifiee si la courbe 
presente un point d’inflexion, conime cela a lieu pour le prisme 
droit charge debout : en effet, pour que p puisse devenir infini, il 

faut que y puisse s’annuler sans que devienne imaginaire, 

e’est-a-dire, d’apres (8), queD 2 — i soit negatif. Cette hypothese 
correspond au premier cas du n° 126. Alors, e 2 ^tantreel, e { et<? 3 
sontimaginaires conjugues; on peut prendre, comme periodes pri- 
mitives de la fonction p u , deux quantites imaginaires conjuguees : 
nous les designons par to* et to 3 et nous conservons les notations 
du § I, Chap. VI. 

Ay ant ainsi identifie les premiers membres des egaliles (7) 
et (8), nous avons 

JL /^V = L f^ZY 

a> \du) C 2 \ ds / 


et par suite 
(9) 


a clu = G i ds, 
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en supposant convenabiemenl choisi le sens dans lequel Fare .v 
est compte. 

Dans Fegalite (2) remplacons ds par da et ~ par sa valeur 
— 3 e.j 7 ii vient 


(10) 


i d.r _ y- 
a da a- 


et, en tenant compte de la relation (6), 

, , i dx . 

( 1 1 ) - - -7- = p u — p * u oj * ) — 2^. 

‘ a da * i • 


On a immediatement l’integrale da second membre et Pon troine 


(12) 


— i[X.U -r- w ( -T- CU 2 ) -r- *2«e 2 ] *+* COIlst. 


171 . Nature de Pargxunent. — Vovons comment doit varier a 
/ ~ 

pour que v et 1 — (C ^ Dj" soient tons les deux reels. 

La relation deja etabiie 

a da = C i ds 

montre que u est necessairement imaginaire. Posons 

u = h -f- it, 

li et t designant des quantites reelles. 

On a Irouve, en faisanl Pinversion, 

'-( c $ +d ) 2= -§ (£y=- c np«-p ( ^ «*)]*. 

et il en resulte 

\f I — ( C a ? “ D j = iC[p(h-‘r-it) — p(u>,+-h -hit)]. 

D’apres cela, p(ci> 2 -f- h it) doit etre la quantile imaginaire 
conjuguee de p(h -j- it), on doit done avoir 


et par suite 


p((.Oo-r- h ~r- it) — p ( h — it) 


to 2 — 1— h -+- it —zt(h — it)-h 2 mu L -h 2 no} 3 , 


A. ET L. 


18 
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m et 11 designant des nombres entiers. Si Ton prenait le signe -K 
h disparaitrait et t ne pourrait varier d’une maniere continue. En 
prenant le signe — , Pegalite devient 

2 h -T- 0>2 = m ( 03 2 03 2 ) -T- /^ ( C0 2 4- w 2 ) 5 

le premier membre etant reel, il faut que 11= m et Ton trouve 
alors 

h — h m coo. 

II suffit de donner a m les valeurs 0 et 1 . Pour m = o, u -+* — 

est purement imaginaire. Pour m = 1 , u H- — n’est plus pure men t 

imaginaire; mais ce cas se ramene au precedent, a cause de la for- 
mule 

p ( U 4 - o ) 2 ) = p ( It H- 03', ). 

On aura done, en resume, a prendre pour a des valeurs de la 
forme 

„ s 03 o 

( 1 3 > U = “ 4 -it, 

2 

t etant une variable reelle. 

Remarquons de suite que Pegalite 

a du = G i ds 

devient 

( 1 4 ) a dt — C ds. 


172 . Expressions de x et de y. — Remplagons a par sa valent 
en fonction de t dans les relations (12) et ( 4 ); il vient 


= + (?-*)]■ 


- '±e*>t. 


en supposant 1 axe des y choisi de faQon que x = o pour t = 0, 
puis 

(iG; \ 2 

a 


• it 




Cette valeur de y peut s’ecrire successivement en se servant des 
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relations (65) et (64) du n° 44 



p i ii j p ~ 


A, Vo designant des constantes et jv 0 etant la valeur que prend y 
pour t = o. 


173. Intervalle dans lequel il suffit de faire varier t. — En 

tenant compte de la periodicite des fonctions de t qui figurent 
dans les expressions de x et de y, cherchons dans quel intervalle 
il suffit de faire varier la variable reelle t. 

Quand on change t en t 4- —j'*y ne change pas, x augmente 
de la quantite constante 4 h defmie parhegalite 

( 1 8 ) ~ = i ( r/ 2 ■+• e 2 <o' 2 ) = i(r lZ — r ti -r- e 2 w' 2 ), 

oh Ton a pose 

Vji = wfwj), r i3 = :(co 3 ). 

Il suffit de faire varier t de t Q a t 0 - f- —j 1 - Si Ton change t en 
— t. y ne change pas, x change de signe. Done si Ton faisait 
varier t de — a -h la branche de courbe ainsi obtenue serait 

i i 

symetrique par rapport a 0 y; il suffit de faire varier ^ de o a j* 
On peut encore restreindre cet intervalle; soient t { et t 2 deux 
valeurs de t ayant pour demi-somme ^ 

__ t _ too _ . 

1 2t ^ ~~~ ‘2 i “ 5 

soient et# 2 , y 2 les coordonnees des points correspondants, 

on a 

y i *+* y% — ■ 0? — "V ^2 ) ~ 
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h etant la constante 'definie par i’egalite (18). Done, si Ton faisait 

varier t de o a la branche de courbe ainsi obtenue aurait pour 
1 f 

centre ie point y=o,x=h:i\ suffit de faire varier ?deoa^.- 

Considerons les points de la courbe qui correspondent aux va- 

leurs extremes de cet intervalle ^o, -Pour t— -A on a j = o 

d'apres la formule (16) et 

x , \ h 

— = i(£ to 3 — -+- oj 2 e*) = — 9 
& i l 


d'apres la formule (i 5 ). Ce point y — o % x = h est le centre dont 
nous venons de constater fexistence. Ge point est en merne temps 
un point d’inflexion, comme cela resulte de la formule 


r 

p 



Pour t = o ? on a x = o et y=y 0 . Cherchons la tangente au 
point correspondant de la courbe. Si Ton fait u = — -- -f- it dans 
les egalites (7) et (1 1), elles deviennent 


( 1 9) 7 c 1 [p (?-*)“ P (t + il ) ] ’ 

(20) 5 Tt = P (“ T + H ) + ■ P (? + u ) ~ ~ 3 **• 


Onyoitque, pour est nul et — est egal a 2 — pco^V 


quantite plus grande que zero. Done la tangente est parallele a O.r , 
e’est-a-dire a la direction de la force elastique ; de plus, comme O y 
est un axe de symetrie, le point correspondant a t = 0 est un 
sommet. 


174 . Construction de la courbe. — Supposons maintenant que t 

croit de o a • A cause de Tegalite 
21 53 


C ds = a dt. 
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s va constamment en croissant. L'egalite 


y —y o 


a 



P ; ^ .1— n -~ 


montre qoe y va sans cesse en decroissant; nous avons deja re- 
marque que r pari de y 0 pour arriver a zero; ii en resulle que r« 
est positif et que la valeur absolue de r decroit constamment. 
Pour voir comment varie x reportons-nous a Pegalite (20) qui 
dr 

donne la valeur de Puisque la valeur absolue de r va sans 

dx 

cesse en decroissant, ii en est de meme de -r-- Pour t~o. la va - 

dt 

leur de ^ est positive; pour t = y etant mil, ^ est egal 
. dx 

a — 3 e 2 . Done si Pon a -j- est constamment positive, si 

dx 

Ton a o, -j~ t decroit constamment depuis une valeur positive 

jusqu’a une valeur negative et change une fois de signe dans Pin- 

tervalle ( o, — V En faisant varier t au dehors de cet intervalle, 
\ 21 J 

on a des arcs de courbes se deduisant du precedent par symetrie 
par rapport a O y et par rapport a des centres situes sur Ox ayant 
pour abscisses zb A, ±2 h, . . . , zb nh. 

Nous pouvons maintenant reconnaitre la forme de la courbe en 
supposant successivement que e 2 est negatif, nul 011 positif. 

Fig. 21. Fig. 22. Fig. 28. 



Ces trois cas conduisent aux formes des Jig. 21, 22 et 23. Dans 
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la fig- *4 (!): P- J 84, on a represents seulement un arc tel qae 
Parc a\ ba K de la fig. 21 . Dans ces nouvelles figures nous suppo- 
sons l’axe 0 y horizontal. 

II. — Prisme droit charge debout. 

17o. Enonce de la question. — Une verge elastique droite, dans 
son etat naturel, est encastree vertical ement a Pune de ses extre- 
mites M 0 . L’autre extremiteM { supporte un poids P. On demande 
la forme de la verge elastique dans la position d’equilibre. 

Ce probleme est un cas particular du precedent. Dans le cas 
actuel, ilnya pas de couple applique enM 1 : le moment flecliissant 

en ce point, - est done nul, p est infini; le point est un point 

d : inflexion. Au meme point M* la force elastique est directement 
opposee au poids P : elle est done verticale et dirigee de bas en 
liaut. En M 0 , d’apres la facon dont la tige est supposee encastree, 
la tangente est verticale, et par suite parallele a la force elastique. 
D ? apres ce que nous avons vu n° 173, le point M 0 est un sommet 
tel que a ( fig . 21 , 22 , 23). 

On pourra done prendre les valeurs suivantes du parametre t : 
l = 0, pour le point Mo, 

/ — ( 27 Z h- l )~?> pour le point M 1? 

a designant un nombre entier et positif. Soit l la longueur de 
bare M 0 Mi ; puisque ds — - dt , on devra avoir 

, , / 2 7ZH- I 0)i 

(,; a = -TT-I7- 

Ecrivons maintenant que la force elastique est egalc et direc- 
tement opposee au poids P et rappelons-nous que, en mettant le 
probleme en equation, nous avons pose (n° 126) 

£ _ 2C _ T 

c 2 “ a 2 “ B * 

Nous trouvons comme nouvelle condition 

P _ aBG 


( 2 ) 
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car T, qui est constant tout ie long de la fibre moyenne du prisme, 
est ici egale a P. 


176. Nombre de solutions. — Entre les deux enables ?Y) et (Vi 
eliminons a et remplacons C par sa valeur 


i 

C 


•> vA e* — ei )(e. 2 — 


e 3 


nous trouvons la condition 

(3) PI*— i) s B( ^ ei)(e. 2 — e z ) 


qui ne depend plus que des elements elliptiques et des donnees 
numeriques qui definissent Lexperience. La discussion de cette 
egalite nous conduira au nombre des solutions du probleme. 

Cette egalite peut s'ecrire 


( 4 ) 


4P/- 

B ( 2 71 -T- [ y 1 7Z~ 



e t ){e. 2 ~e 3 ). 


Or. nous avons vu (n° 138) que l’on a 


< o' y 

i 


✓F- 

J 0 V I — Ay sin 2 s 


k\ etant line quantite reelle comprise entre o et i , et p ajant pour 
valeur 

p = )(e 2 — e z i. 

comme on le voit en multipliant membre a membre les expressions 
de e > — e K et e 2 — e 3 du n° 138. Le deuxieme membre de Fequa- 
tion (4) est done le carre de l’expression 

Z? 

i r 2 cty 

71 Jq sj 1 — /l"'- sin-'-p 


qui est superieure a i, car elie croit conslamment de i a cc 
quand Ay croit de o a i . D’apres cela, Fequation de condition (4) 
donne pour Ay une seule valeur comprise entre o et i si Ton a 


4 PI 2 

B(2 n -h i) 2 tt 2 


>i, 



o8o 

on bien 
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Si done ~ \J\ est compris entre (2V + 1) el (av -f- 3 ), en 
faisant successivement 


n = 1, 2, . . . , v, 


on aura v equations en A '' 2 admetlant chacune uneracine comprise 
entre 0 et 1 et, par suite, if j aura v positions d’eqiiilibre. Si 
Ton a 


il 



<1, 


ii n’existe plus de vaieur de k'f comprise entre 0 et 1 ; il n’y a pins 
de forme d’equilibre autre que la ligne droite. Dans ce cas, le 
prisme droit charge debout est en equilibre stable. 


II. — CorRBE ELASTIQUE PLANE SOUS PRESSION NORMALE UNI FORME. 

177. Enonce et mise en equation. — II s’agit de trouver la 
figure d’equilibre d’une verge elastique qui dans son etat nature! 
etait de forme rectiligneou circulaire et qui est soumise a Taction 
de forces definies de la facon suivante : A chacune des extremites 
de Telastique agissent une force et un couple; en outre, sur 
chaque element de Tare agit une pression normale a Telemen t, 
contenue dans le plan de la fibre moyenne et proportionnelle a la 
longueur de Telemenl. Pour se representer ces donnees, on pent 
considerer une chaudiere cylindrique et la verge decoupee dans Ja 
surface de cette chaudiere par deux plans perpendiculaires aux 
generatrices du cylindre et tres voisins Tun de 1 ’autre. Ce pro- 
bleme a ete resol u par M. Maurice Levy. 

Soient F 0 et M 0 la force et le moment du couple qui agissent 
sur la verge a Tune de ses extremites A 0 . Si Toncoupait Telastique 
en l’un de ses points A il faudrait, pour maintenir l’equilibre, intro- 
duire une force et un couple. Soient F la force et M le moment 
du couple. Pour definir avec precision la pression sur un element 
d’arc, comptons sur la courbe Pare s a partir d’une origine fixe 
dans un sens determine et rapportons la courbe a deux axes reclan- 
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gulaires Ox et Oj'. Soient s, Fare qui correspond a on point A, 
de la courbe, ds { un element d’arc compte a partir de ce point. 

Tangle que fait 0 x avec la tangente en A l? cette tangente etant 
menee dans le sens oil 1 'arc va en croissant. 

La pression qui s’exerce sur T element ds { a pour intensite p ds x , 
p designant one constante : nous la regarderons com me positive 

lorsqu’elle s’exerce dans le sens a, — ^ de sorte que ses projec- 
tions sur les deux axes sont 


ou bien 
011 bien 


p ds l cos ( a. ~ — ) ? p chi sin fa? — - \, 

\ a/ \ '*■/ 

— pels isina l3 p dsi cosx 1? 

— pdv \ , p dx 1. 


Exprimons que les forces agissant sur Telement A u A se font 
equilibre. 

Nous ecrirons d'abord que la somme des projections des forces 
sur cliacun des deux axes est nulle. Nous avons, en designant 
par X, Y les projections de F, par X 0 , Y 0 cedes de F 0 , 


X — X 0 — f p dyi = 0, 
Y ~ Y 0 “ ■j'p dx 1 = o. 


Ces egalites peuvent s’ecrire 

(X = — 

l Y = — p(x — a), 

en designant par x , y les coordonnees du point A et par a et ft 
des constantes. Elies expriment que la perpendiculaire menee en A 
a la direction de la force va passer par un point 0 1 de coordonnees 
a et ft, qui reste fixe quand on fait varier la position du point A. 
Ce point se nomine centre des forces elastiques. 

Nous prendrons ce point CV comnie nouvelle origine en trans- 
portant les axes parallelement a eux-memes. Alors les projections 
de F deviennent 

y = -px, 



et son moment par rapport au point O' est 

on a ainsi Fintensite et le sens de la force F. 

Nous allons ecrire maintenant que la somme des moments par 
rapport au point O' est nulle. D’apres la theorie de l’elasticite, le 
moment M du couple qu’il faut joindre a la force F pour avoir 
Faction exercee en A sur Fare A 0 A est donne par la formule 



m designant un facteur constant et positif, p le rayon de courbure 

cl $ 

en A dans la position d’equilibre consideree, e’est-a-dire o 0 le 
ravon de courbure au point A dans la position naturelle. 

D’autre part, le moment de la pression s’exercant sur l’ele- 
ment ds { , ayant pour coordonnees est 

j , , dr] 

p[x { clx !-t- Vj dyi) =p—±; 

les moments de la force et du couple correspondanl au point A 0 
sont des constantes. On a done, en ecrivant que la somme des 
moments des forces appliquees a Fare A 0 A est nulle, 

— -- j — pi -i- — jf dr\ = const. , 

ou, en modifiant la valeur de la constante, 

{3, m(l-L')- p r*+£!l = conl. 

L’egalite resolue par rapport a - est de la forme 

(4) - =4Ar2 + 4B, 

P 

A et B designant des constantes. En particular A = , de sorte 

que A est positif; B peut avoir un signe quelconque ; les coefficients 
numeriques ont ete mis pour simplifier Fecriture dans les calculs 
suivants. 

Cette egalite peut etre consideree comme une equation diffe- 
rentielle definissantla courbe elaslique 
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8. Tableau de formules. ( Courbe elastique sous pressio/i no?' male 

constante .) 

r = i B, 


'(-S) 


— — 2 A 2 B. 


'•* = A >* -T- a B r* -+- C, c/.? 2 = <f/-s - rffji, 


t /c//'2\2 


4 V^F,i ='- s -(A'' i +’-B/- 5 -rC)s, 

f/0 _ A r 4 -+- a B 7-- •+■ C 
ds ~~ r- 

) z = L P' u — P 'v ? 

a pw-pp ’ 

) ,p"i> — aspV = a[pit — pt>][p(ff-i-p)-pr], 

I S 2 — 3pp =[pit — p«>] +[p(K-t-0) — pt«], 

) Z — (s 2 — 3j>e) a — a(p"r — 2 sp't>) = [pu — p(u — (.’)]», 

) a(p*p — a-spV) = 

1 „ B B 2 — AC 

) ^ = -Fa’ 3 P p = — S— ’ 

on supposera o < p < to, p p > e b p'c> < o, p"r > o. 

) /- 2 - (A /•'>-!- Br 2 -i- C) 2 r= — [p« — p(u 4- <’)]* = — )\ 

, i ds 

) chi — — — j 

ap p 

) A /*'■ h- ?.B /•--+- G — [p z£ — pp]H-[p(zz-f- p) — pc-'], 

. d\) p ' v p'p 

Xl du ” pu — pv ‘ p(« + o) — pp’ 


£ ( U -+- V ) — £ ( U . — P ) — 2 W o 

■£(M-t-2e) — S(m) —art*, 


zz = — z£, 

*2 


s = [p (5 + «*)-P^][p( 5 -*)-P‘ > ]. 

s=5K5-*- ft ) +? (s- ft )] + ;[ ? 6r +it ) +? G 
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179. Integration par les fonctions elliptiques . — Nous a lions 
d'abord etablir une formule donnant le raj on de courbure d’une 
eourbe definie en coordonnees polaires 



r dr 


On a, en effet, en designant par a Tangle de la tangente avec 


Oj: : 


r- do = x dy — y dx, 


dO 

r- — — x sin a — y cos a, 


d 

ds 



( x cosa -i -y sina) 


ch 

ds 


dx 

ds 


dy 

ds 


r dr i 
- — r -- x - , 
p ds a 


oil enfin 



D’apres cette formule, Tequation differentielle de la eourbe 


peut s’ecrire 



En integrant et en designant par C une nouvelle cons tan te 

(7) r 2 T = 2Br 2 + G. 

ds 

En elevant au carre les deux membres de cette egalite ( 7 ) et 
en nous servant de la formule 

ds-= dr~-+- r- d0~, 

nous pourrons eliminer <r/Q . Nous trouverons ainsi Tequation 

(8) ~ (^") = 7 ’ 2 — (A/^+aB/’S+C) 2 , 

qui definit r 2 comme fonction elliptique de Tare s. L’angle 9 est 
ensuite determine par la formule 

dO ___ A/^+2B/’ 2 + G 

ds ~~ 7*2 


( 9 ) 



applications diyerses. 

On definit ainsi les coordonnees polaires /• el H d’un point de !a 
courbe en fonclion de la variable s. Le calcul effectif est du a 
H alp hen. 

180. Inversion. On a vu, en etudiant 1 inversion ( n° ioT , 
que si Ton pose 

(io) 5 =i£lfL=JB^, 

2 P u ~ pv 

on a 

( rl ) | P' v ~ zzp'v = i[pu — pe][p(« -*-?) — pt>], 

I ~ 2 — 3 |)P=(pa-pp) + [p( tt j-pj - pp], 

de sorte que 

( 1 2 ) Z = ( z* — 3 p v )* — 2 ( y c — 2 j p r v ) = [ p u - p ( u - v )] 2 , 

et par suite s et \J r L s’exprinient en fonction uniforme de u. 

Si l’on pose 

(13) 2 (j>"p — 25p'p) = r 2 , 
le polynome Z se ramene a la forme 

2B'/ i2 h- C'j 2 — r 2 , 

et pour identifier ee polynome en r 2 avec cel ui qui donne 
— 7i (^ 5 ~) ^ C I* ^ soffit de P oser 

A'=A, B'=B, C'=C. 

Le calcul n’offre aucune dlfficulte et l’on trouve 



Si, clans les relations qui existent entre pp, p'p et j/e, on rem- 
place ces quantiles par leurs valeurs lirees de (i4) on aura g 2 et g* 3 . 
Nous supposerons les donnees choisies de fagon que le discrimi- 
nant soil positif; les valeurs de pv et de p f v sontreelles puisque A 
est positif et Ton peut arbilrairement choisir le signe de p l p. Nous 
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examinerons seulement le cas ou v satisfait a la condition 


o<Kw, 

de sorte que Ton a 

pv>e t , p'p< 0, p"v>o. 

Les elements elliptiques etant ainsi fixes, on a, en tenant compte 
des egalites (1 2 ), (i 3 ) et (10), 

(i 5 ) /•- — ( Ar 4 — 2 Br 2 -h C ) 2 = — [pu — p(u-h v)] 2 . 

11 en resulte 

'*-<*'****>*-«)*— («)’• 


1 f civ 2 N 2 

Mais le premier membre est egal a - I d’apres Fequation dif- 
ferentielle de la courbe (eq. 8) : le second membre, d’apres la re- 


lation (i 3 ), est egal a 


\du J i6p' 2 t> 


; on a done 


• j ids 

*,P v 

Cette egalite montre comment est liee a Fare 5 la variable u que 
nous allons garder comme variable independante. 

Nous avons dejar 2 en fonction de z^au moyen des relations (i 3 ) 
et (11); pour avoir 6 il suffit de remplacer r 2 par sa vaieur en 
fonction de u dans le second membre de Pequation (9), e’est-a-dire 
dans 

A r 4 -1- 2 B / 2 -f- G 


On a d’abord, en tenant compte des relations (i 3 ) et (14.), 

A r 4 -f- 2 B r 2 — C =(z 2 — 3 p v ) ; 
puis, en se servant de Pune des relations (11), 

(i 7 ) A r* h- 2 B r- -f- C = (p u — pp) -f- [pO •+- p) — pp]. 

11 est facile maintenant d’obtenir en fonction de u l’expression 



ue on crouve successivement 


< 18) 


2 i dH 

j»’r du 

.dH 
1 1 , - — 


i P U — p I'i-jpi m — r ) — p i* ] 
'P« — p r s | p i u — v i — p i- j ’ 

P'v , P'V 


du p ** — p i? ‘ pi a — r i — p r 7 

ou, d’apres la formule du n° 44 


< 19) 


.eft 

1 dll 


Z i u -r- r > — Z ( u — v ) — 2 Ztr' — Z< 11 ~ 2 r ) - 


Nous avons ainsi r 2 et b en fonction de u. Pieunissons id les 
deux equations correspondantes, en appelant E une constante : 


j r 2 = 4(p u — pO[p(z* — p)_ p?], 

(>0) j 


f/// = 


»(M-rP)^.M-r '2 1 ' 1 


•2p’/ 


181 . Nature des arguments. — L’expression (16) de du en 
fonction de efcmontre que u est certainement imaginaire. D’autre 
part, pour que r 2 soil reel, il faut que les deux facteurs dont le 
produit donne r 2 soient 011 tous deux reels 011 tons deux ima- 
ginaires conjugnes; vovons s’ils peuvent etre reels. Si une valeur 
imaginaire de u rend p u reel, elle est, a des periodes pres, de la 
forme ix 011 w + ix , x etant une valeur reelle; mais les valeurs de 
cette forme ne rendent pas reel p(u -f- p) ; elles sont done a rejeter. 
II reste a exprimer que pu. et p(u -j- p) sont imaginaires conj agues. 
Soil u = a -f- hi. D’apres la formule d’addition donnee (n° 4 o) 
pour la fonction jdz/, les deux valeurs p(ci- f- hi ) et p(a — hi) 
sont imaginaires conjuguees : il faut done que 1’on ait 

u v — zb. ( a — bi) -4- 2/n w 2 11 to', 

m et n designant des nombres entiers, et en egalant les parties 
reelles dans les deux membres 


a v — zb a -- 2 mu> . 

On ne peut pas prendre le signe -f- puisque p n’est pas un multiple 
de 2 (o ; il faut done que l’on ait 


2 Cl ~r C. — 2/?U0, 
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ce qui donne 

V ' (•’ 

a — ou a— b co. 

2 a 


Nous examinerons seulement le premier cas et nous poserons 

v 

(211 U— It, 

2 

t etant une variable reelle; de sorte que Ton aura 

du = — i dt , 


et comme on a trouve (eq. 16) 


chi = 


z ds 
2j/p’ 


on a aussi 


dt — r~ ds, 

2p 


p'r etant negatif, dt a le meme signe que ds. 


182 . Interval!© dans lequel il suffit de fair© varier t . — La 
premiere des formulas (20) montre que r 2 ne change pas quand 

on change u en u-h 2 to' ou bien t en t 4- ^ . D’autre part 4^ est 

1 1 da 

une fonction rationnelle de /* 2 ; il en est de meme pour II en 

resulte que, pour une valeur donnee de dt, la valeur de ne 

change pas quand on change i en < + y el, par suite, que Tac- 

croissement de 6 est le meme quand on fail varier t de o a ou 

bien de — a — Mi • Si done on a construit la branche de courbe 

oblenue en faisant varier t de o a et si on la fait tourner d’un 

angle egal a Tangle des rajons extremes, on aura la branche de la 

courbe decrite quand t varie de — a — • 

1 i 

D apres cela, il suffit de faire varier t de o a -A—; mais on peut 
restreindre cet intervalle En faisant u = — it dans 1 ’ex- 
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pression de r 2 oq trouve 

(2-2) — = jp ( ~ - it'j - prj jp ( - it ) — pr , 

et Ton verifie aisement que ;* 2 prend les inemes valeurs pour 

03 ^ , 03 t 

= -j -r h et pour t 2 = -r — h. 

D’autre part, pour un meme accroissement dh les accroisse- 
ments dt { et clt 2 sont de signes contraires; les accroissements 
correspondants dh t et dh 2 sont egaux et de signes contraires 
dfy 

puisque ne depend de t que par Lintermediaire de r 2 . Done 
les accroissements que prend 8, quandon fait varier t de %- a % — h 
puis de j a y — h 7 sont egaux et de signes contraires. La courbe 
est symetrique par rapport au rayon qui correspond a t = et il 
suffit de faire varier t de o a — • 


183. Variation de r 2 . — En tenant compte de la relation (i3) 
entre r~ et on a 


dr* , , dz 


, . d i p a — p v 

■ 4 P r — ( - - — 

L du \ i p u — ) ) 9 , 


ou bien 


dr- 

dii 


= 4p f ^[p( ^ v') — pa], 


et, comme on a pose u = — - — zV, 


dr* , f /p , . 

- 3r = 4*pqp(- + « 


Lt )—p\- — u 


Cherchons les valeurs de t qui annulent le second membre. Pour 
Tune de ces valeurs, on doit avoir, a des periodes pres, 


9 . , / v . \ 


Le signe — est a rejeter, puisque v n’est pas un multiple des 
periodes, et par suite 


lit — 2 m (x> -f- 2 n co , 


A. ET L. 


*9 
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m et n designant cles nombres entiers. Commc it est puremeni 
imaginaire 

it = ?iw'; 

les seules valeurs de t appartenant a l’inlervalle ^0, y) qui an- 

nulent sont done les valeurs extremes. 
at 

Pour recon naif re celle de ces valeurs qui correspond a un maxi- 
mum, prenons la derivee seconde 



Pour t = 0, le second membre se reduit a — 8p' v p' ~ ; il est negatif 

puisque c et ^ etant compris entre 0 et to, p'e et p'~ sont tous les 
deux negatifs; e’est done t == 0 qui correspond au maximum. 
r- decroit constamment quand £varie de 0 a Nous designerons 
par 7'j et /q les valeurs de r 2 qui correspondent a£ = oetatf=Y‘ 


184 . Variation de Bangle polaire. — Dans la formule 


remplacons ds par — 2p r vdt, elle devient 


[ 


2 P’v 



= A /’ 4 4- 2 B /*“ 4- C ; 


le trinome AH 4- 2BH 4- C a ses racines reelles, puisque, d’apres 
l’une des relations (i 4 ), AC — B 2 est du signe de pe et que pr 
est positif. Voyons d’abord combien ce trinome a de racines com- 
prises entre r 2 0 et 

L’egalite (17), ou Ton remplace u par — ^ 4- it , devient 


A H 4 2 B r 2 4 G = p 4 itj 4- p ■— iij — ap p. 
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Eq y faisant suceessivemen t t = o puis t 


(*j 

on trouve 

i 


2*0 


A '\* — aBrJ-r- C = 2{ pi — r>r j. 



]^a difference j) - — jdc est positive, puisque pit decroit, quand 

it croit de o a oj; la difference p ( — to j — pr est negative, 

puisque pf- -f~ to J est compris entre e 2 et et cpie pr est plus 

grand cjue e { . Done rjj et /q comprennent une seule racine du 
trinome. 

Quand t varie de o a y? / ,2 decroit constamment de /-~ a /q. 
^ change une seule fois de signe. Com me A est positif et p'r ne- 
galifj on voit que Ton a 


dh \ 


(«L) 

\ at j i 




en desi°nant 


par J ^ et f les valeurs de^qui correspondent 


a t 


o et a t = -r- * 

i 


18 o. Angle des rayons allant a deux sommets consecutifs. — II 
nous sera utile, pour etudier la forme de la courbe, de connaitre 
Tangle des rayons correspondant aux valeurs extremes de Tinter- 

valle ^o, y) dans lequel nous faisons varier t\ cel angle est la 

moitie de Taccroissement que prend 6 quand t varie de o a-^-* 

Nous allons faire le calcul en supposant que t varie de a t 0 -j- 

Dans la formule (19) qui donne faisons u — — ~ — it 

cl da — — idt\ nous obtenons, en tenant, compte de ce que 
est une fonction impaire 


( ‘23 ) 


dQ 

dt 



-+ + 

fv 

-n)] 

1 ' 


/ J 


' 3 p 

* M 

-h it J t. ( 


— it) ~2$r 

1 ' 

J 

/ J 
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Faisons maintenant varier t cle £ 0 a £ 0 + ~y~ et designons par : 
l’accroissement de 9 , nous aurons 









Le second membre se simplifie beaucoup, si l’on se sert d’m 
formule a laquelle nous serons conduits en cherchant a evalu 
une integrate de la forme 




a etant une quantile reelle telle que l’on ait 

o < a < 2 to. 

I a foaction sous le signe somme est la derivee de 


I’integrale definie est 


j Log ?(a -+- it ) 5 


l j^ Q0 . &(&-+- it o -+- a b)' ) . 
i b 


D’apres la relation (22) du n° 21 on a 


el, par suite, 


'j' ( CL — f— — f— 2 0.)') 

it 0 ) 


e 27j'(rt-w7 (J H-0)') 5 


■» (j {CL — f- itfo — h 2 0)') 

l0 » — ==2 '') ( a + ‘‘i+n'l+fj/i + OA 


« etant un nombre entier qui n’est pas determine par le r.alci 
precedent. On en conclut 



2(«V 

L 

C ( & -+*■ it ) dt = 


2 72 ' 


«• -+-(272 H- I ) 7C 



2 


1 H~ w'). 
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Dans cette egalite changeons i en 
el X sont reels, il vient 


i en remarquanl qoe 


>6 i 


f ‘ ?<> — 


7 27 , 27 . 

it } ctt = r — r- « -h< ‘2/7 — - I r 1 i it..— L'J i, 

? ' i 


puis ajoutons membre a membre les egalites (20) et f 26’b nous 
obtenons la formule qu*ii s’agissait d etablir 

I C 1 - * O y 

(27) - j [^(a -+- it)-i- Z(a — * 7 )] dt — — ~ a — (o.n — 1 it:. 


Mais il reste a determiner le n ombre entier /?. Cette determina- 
tion est facile quand a = co. En effet la fonction sous le signe 
somme est egale a 

p’a 

- 7 i - ‘ila: 

)— pi it ) 

pour «== co, elle se reduit a 2wto, c’est-a-dire a 2 t,; Tegalite prece- 
denle devient 

( r ( Cfj — WTj j = (2/M-i it:, 


et Ton en conclut n — o. Mais quand a varie d ? une maniere con- 
tinue entre o et 2 to, le second membre de l’egalite (27) varie 
d ? une maniere continue, n ne pent changer. Done n — o pour 
toute valeur de a comprise entre 0 et 20), et par suite Ton a 


(28) 



2 W 

[l(a -r- it) - 1 - £(# — it)] dt = — Xci - 1 - 7 :, 
o < a < ‘ 2 cd. 


En appliquant la formule precedente a chacune des deux inte- 
grales qui figurent dans l 1 expression de A, nous trouverons enfin 

r= ?: — ? ( a / 1 v — c r/ ). 


Cette egalite va nous permettre de trouver le signe de A. 

Remarquons que, pour v — to, A est nul a cause de la relation 
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r.w '— coy /= — ; puis cherclions comment varie A quand c croit 
de o a w. On a 

^ = 7 («o P p + ,); 


cette derivee decroit constamment quand v croit deoaco; pour 


c = co elle est egale a 


-(«!*>'+ V). 


Or nous avons trouve (n° 99) 


6 \ 0 )' -j— y/ = — 


a- 2 Y ffo 

co' 


7i = i ? 3, 5, . . . , 

et Ton voit que l’on a 

( eioj'-h r,')> o. 


c l* — 


— iiz 
e 


to 

co' 


Done est positive pour v = co et comme e’est une fonction 

decroissante dans Tintervalle (o, co), elle est constamment positive 
dans cet intervalle. II en resulte que croit quand v croit de o 
a co, et comme A s’annule pour c — co, on a 


^<o, quand o < v < co. 


Si nous comparons maintenant le signe de A et celui de y-jj )’ 
nous voyons que, quand t croit de o a — Tangle 0 commence par 
croitre mais que sa variation totale est negative. Nous avons 


trouve d’autre part que-^- s’annule en changeant de signe pour 
une valeuret une seule de Tintervalle ^o, soit t f cette valeur; 

la discussion peut se resumer ainsi : 

t croissant de o a t\ 8 va constamment en croissant; pour i = t! 

le rayon vecteur est tangent a la courbe; t cixiissant de t* a^-> 
Tangle 9 decroit plus qu’il ne s’etait accru quant t variait de o a t f . 


186. Signe du rayon de courbure* — On a trouve en commen- 
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cant (eq. 4) Fegalite 


- = • Ac— i B, 


ie second membre est egal a deux, fois la derivee prise par rapport 
a r ' 1 du trinome A;*'* — et dautre part i! resulte des 

calculs fails pour Tinversion [formules (i 3b (i 7) et i i’<] que 1‘on 
a en meme temps 

r- — 2ip r c — 
et 

A 7 4 -r 2B;’ 2 “C = : 2 — 3p V. 

Derivons par rapport a /*- les deux membres de la dernitrre egalite 


Ac . B -^ 2 4 p’v 

On en deduit, en remplacant ^ par sa valeur (10) en fonction 
de u : 

1 _ 1 p' u — p' r 

P *>p C pu — pv 


Voyons comment varie le signe de ~ quand t varie de o a 20/. 
c 2 va sans cesse en decroissant, A/* 2 -b B ne pent s'annuler qu'une 
fois; il nous suffira done d’avoir les signes des valeurs de \ pour 

/ = o et pour t = nous designerons ces valeurs par ~ et--; 
pour £ = 0 



Les valeurs de ~ et de peuvent se simplifier si Ton se sert 
de la relation 

PU\ __ P'(2Ui) 

p'ui P ^ 1 P (2 Ui) 
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que I on deduit de la formule d’addition 

p'u — p'ui _ p r u- s rp'(i( - J r u-i) , 
p LI — p Ui P 11 — P ( u ■+■ u l) 


en \ faisanl tendre u vers U\. Al'aide de cette relation, on ok 


(29) 


1 

po 

I 

pi 


:P : 


2p ' l ’ p i 


2? (’p 


— P 


-V 


+- to' j . 


c elant compris entre 0 et to, p' v et p f - sont negatifs, p" - pc 
done on a deja 


po 


> 0. 


D’autre part, p r 4- to'^ etant positif, est de signe contr 

p '(; + 4 


Cette quantite pent s’obtenir en substituant p(^~ -+* co'j d< 
polynome da second degre en p a 


i2(puy~— 


et Ton trouve aisement que 1’on aura 

p,, (i _H “ , ) <0 ’ 

si v satisfait a l’inegalite 

° oj 

Mais on peut poser 

a etant une quantite reelle comprise entre 0 et — ( voir p . i o3 , 
l’in^galite (3o) peut alors s’ecrire 

p (i +w ')>p( a+ “Y 
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et comme p(u -4- to'} croit constamment quand u croit de o a w, 
elle peut etre remplacee par la condition 

v 

- > a. 

‘i 

II faut done, quand on etudie le signe de la courbure, distinguer 
les deux cas suivants, en reniarquant qtie (a — to') design e 
Fabscisse du point ie plus haul de Fovale dans la cubique x = j> u. 
y = p'u : 

o < v < 2 a 


o. a < v < to 


i 

?i 

II se produit une inflexion de la figure d'equilibre quand r passe 
en decroissant par la valeur 2 Ci et il est facile de voir que Fin- 

flexion se produit au point donne par a £ = y • En eflfel, la va- 
leur correspondante de u est 

r , _ , 

*2 

et la valeur correspondante de la fonction j>, savoir 

p(a-r-to'), 

est, d'apres la definition meme de a , racine de p'(a) 7 de sorte 
que y est egal a zero, dans le cas particular v = 2 a, 

187. Forme de la courbe. — Nous avons suppose que v satis- 
faita la condition o<r<o et, dans Fetude de la courbure, nous 
avons ete conduits a distinguer deux cas suivant que Ton a 

v < ou 

Dans les deux cas, t croissant de o a %-> l’arc s va constamment 

7 i 
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en croissant, le rayon vecleur va constamment en decroissant et 
les rayons extremes correspondent le premier a 1111 maximum et le 
second a un minimum; Tangle 9 commence par croitre jusqu’a imc 
valeur T, pour laquelle le rayon vecteur est tangent a la courbe, 
puis decroit jusqu’a une valeur initiale. 

Pour ce qui regarde la courbure, si 0 > 2a la courbure est 

constamment positive, Tangle a correspond au sens dans lequel 5* 
croit; c’est precisement le sens dans lequel Tare de courbe est 

decrit quand t varie de o a - 1 ; le rayon de courbure est compte a 
partir de la courbe dans le sens a+y 

Si v <C 2 a il v a une inflexion et si r differe peu de 2 a le 
point d’inflexion est dans le voisinage du somraet qui correspond 

, t. *>' 

a t = -T • 

L 

On a alors les deux formes de la courbe, represen l<$es par les 
fig . 24 et s 5 , don t la premiere correspond a e]>2a et la deuxieme 
a r<2fl. On a represente par un trait plus fort Tare decrit 

quand t varie de o a y ? on a marque par une grande fleche le sens 

delapression normale, etl’ona trace aux points a et b des finches 
dont le sens indique la direction de la reaction exercee par la 
verge. Ce sens est oppose a celui de la force exterieure qiTil fau- 
drait appliquer pour maintenir Tequilibre (IIalpi-iejx, [). 220). 



CL' 


Sens de la pression normale . — En mettant le probleme en 
equation nous avons suppose la pression comptee dans le sens 

x -f- elle est done du cote de la convexite dans le voisinage du 
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rayon maximum et, s'ii y a inflexion, du cole de la concavile dam 
le voisinage du rayon minimum. 


IV. — Surfaces ho-Mofocales. Coordon.nees elliptiques. 

188. Surfaces Iiomofocales a un ellipsoide et passant par un 
point donne. — Etant donnes trois axes rectangulaires Ox. Or. 
0 z, on appeiie surfaces Iiomofocales a un ellipsoide 

x- y* 2 __ 

a- b- c- 

les surfaces representees par Eequation 

x ' 1 _ r 2 t c 2 __ 

a - — b - — s c- — s 

dans laquelle s designe un parametre variable. 

Si Ton considere cedes de ces surfaces qui passent parun point 
donne P(.r c , Vo 5 z 0) on a ; pour determiner les valeurs correspon- 
dantes du parametre 1 ’equation 



Les racines de cette equation se separent aisement cn subsli- 
tuant dans le premier membre des nombres voisins de a-, b-, c 2 
et des nombres tres grands en valeur absolue. Les signes des re- 
s ul tats de la substitution et les places des racines sont indiques 
par le Tableau suivant, dans lequel 3 designe un nombre positif et 
tres petit : 

a- < b - < c-. 



— cc 

a 2 — s a 5 - i-s : b”-—t b*-+i \ 

Signes 

— 

— } — — ; __ — 

Racines. . . 

/ 

a v 


II y a done trois surfaces homofocales a V ellipsoide et passant 
par le point P. La racine donne un ellipsoide reel, la racine a 
un hyperboloide a une nappe, la racine v un hyperboloi'de a deux 
nappes. 
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Les trois surfaces homofocales a 1’ellipsoide qui passent par un 
point donne se coupent ortliogonalement en ce point. 

Soit P(#, r, z) le point donne, les normales aux deux sur- 
faces X et p. qui passent par ce point out des cosinus directeurs 
proportionnels a 

r y __ £ 

a 1 — a ’ b-~\' c 2 — X * 

.r y g 

[jl’ A- — \x’ c 2 — fJ. 

La condition pour qne ces normales soient perpendiculaires est 

2? 2 J/- Z~ ^ 

iff2-),)(a ! -|^) ~ (6 ! — jx; + (c*— X)(c* — p.) ~ °‘ 

Or, en retrancliant membre a membre les deux egalites 



et en supprimant le facteur X — pi, on trouve la condition qu’il 
s’agissait de verifier. Done les deux surfaces X et p. se coupent 
orthogonalement au point P. On peut repeter le meme raisonne- 
ment pour les surfaces X et v, ou p. et v. 

La proposition est done demontree. 

189. Coordonnees elliptiques. — On peut determiner un point P 
de l’espace en se donnant les valeurs X, p., v des parametres des 
trois surfaces qui sont homofocales a Pellipso'ide donne et qui 
passent par ce point; X, p., v se nomment les coordonnees ellip- 
tiques du point P. Nous avons deja vu comment s’obtient l’equa- 
tion qui donne X, p., v quand x , r, z sont donnes. Galculons 
maintenant x , y , z en supposant X, p., v donnes. 

Dans l’identite 

x- y- z- _ (s — X)(s — \x)(s — v) 

a- — s ‘ b^-s^c- — s ~~ (a- — s){b i — s)(c i — s )’ 

chassons les denominateurs et faisons tendre s successivemenl 
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vers a 2 , b 2 , c 2 : nous iroaverons 


^ 2 — X 

! a-- 

— \ l 

' <1- */.: 

• a-- 

— b~ 

v. a - — c- ■ 

(b 2 —Y 

,■ 1 / 1 . 

- ;a V6 2 -~v 

>b 2 ~ 

— a 1 

^b 2 ~c 2 , 

( c- — X 

it C ' l ~ 

- \ X }\ 

C 2 — V ) 


( C 1 — a *2 )( C ’i (j - | 


190. Longueur d ? un arc infiniment petit. — Prenons les derivees 


logarithmiques des deux membre 

s des fo 

rmules ci-dessus 

dx dY 

d\x 

dj 

x X — a 2 

;jl — a 2 

v — a- 

dv cTl 

c/;jl 

</v 

y X — b 2 

;jl — b- 

v — Z> 2 

dz __ dl 

d[i 


z X — c 2 

;jl — c- 

v — c~ ' 

et portons les valeurs de dx* dy , 

dz ainsi 

obtenues dans la fonnu 


ch- ~ dx' 2 - 7 - dy 2 dz-, 

nous obliendrons V expression tie ds 2 en coordonnees elliptiqucs 
ds 2 = L 2 d/ 2 ~ M 2 r/;x 2 - X 2 dj\ 

L 2 , par exemple, etant definie par 1'egalite 

, L2= ^ y\ ^ fl . 

4 (a' 1 — A ) 2 ( b- — a /- ‘ ( c~ — A ) 2 

La valeur de 4L 2 s’obtient en prenant les derivees par rappor 
a s des deux membres de l’identite 


x~ i j' 2 ( -= 2 i ( s — X )(s — u ) i' .s' — v ) 

a 2 — s ‘ 6 2 — s c 2 —s ~ (a 2 — s)(& 2 — s){c- — $) 

et en faisant ensuite s = X; on trouve ainsi 

, L 2 = (X— ;x)(X — v) # 

4 (a 2 — Aj(c 2 — X)* 

On a done la form ale 


(X — [-Q(X — v) 

(a 2 — X)( 6 2 — X)(c 2 — X) 

, ( — X ) ( pL — V ) ^ 

(a 2 — p)(b 2 — {^)(c 2 — [x) 1 


fv — X)(v - pi ) 

- v)(6 2 — v)(c 2 — v; 
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191 . Les coordonnees a, »jl, v remplacees par des arguments ellip- 
tiques. Les coordonnees cartesiennes s’expriment par des fonctions 
uniformes de ces arguments. — Les valeurs de x , y, z en f one- 
lion de A, ;jl, v conliennent des quantites irrationnelles par rapport 
a a, [jl ? v; ce sont les valeurs que prennent les radicaux 

s] a- — s, \J b- — s , \/c- — s, 

quand on yremplace a* par a, u on v. Mais nous savons que, si Ton 
considere une fonction pu et les quantites e j, £o, e :i correspon- 
dantes, cliacun des radicaux 

\fpu — c u \/pu — e. 2 , \Jpu — e 3 

pent etre remplace par une fonction uniforme. Nous sommes ainsi 
conduits a faire le cliangement de variable 

— s = Apu -T- B, 

ce qui donne 

« 2 — 5 = A (pu — ei), 
b' 1 — s = A (pu — es), 
c‘ 2 — s = A(p'j — e 3 ), 

en posant 

a 2 -r- B = — A e i , 
b 2 -h B = -Ae 2 , 
c 2 -i- B = — - A ; 

en ajoutant membre a membre ces dernieres egalil.es on irouve 
Legalite suivante qui determine B 

a 2 -hb 2 -hc 2 -h 3B = 0 ; 

B etaut connu, sont determines, a un facleur pres do 

proportionnalite et les valeurs des invariants g 2 et g z en resultenl. 
A reste indetermine; nous supposerons A positif et nous le rem- 
placerons par o 2 pour cjue Pccriture soit simplifiee quand nous 
extrairons les racines. 

En definitive, les invariants de la fonction p\j resultant des ega- 
liles 


P 2 ei = 

a 2 — j— b 2 -r~ c 2 

— a 2 , 

3 

p 2 e 2 = 



3 

P 2 e 3 = 

a 2 -j- b 2 -+- c- 

— c 2 : 



on a 





Remarqtions tie suite que e i; e. ± , e z etant reels nous somrai 
dans le cas du discriminant positif. 

Soienl a , r, it des arguments tels que p//. pr. per soient h 
valeurs de jdu quand 6' egale A, ;jl 7 v; com me les signes de 

P' J — e u p'j— e*. p'j — ez 

se deduisent immediatement des signes de 
a- — s, b- — <?. c~ — s. 
on trouve aisement que les nombres 

pu, e u pt\ <?«, per, 

sont ranges par ordre de grandeur deeroissante. D'apres eela 
et (v — to' sont reels, r — to est purement imaginaire. 

Ce sont ces arguments */, r, et 1 que nous voulons considercr 
la place de A, ;jl, v. 

Transformons les formules qui donnent x 2 , y 2 , z 2 en i a Ire 
duisant ces arguments elliptiques : elles deviennent 

— ei)(j3P — gl )(pcr — e t ) 

* («i— e,)(ei— e z ) 

c , 2 _ ( p m ) ( P ? — £ 2 K p — e a ) ^ 

(<?2~ e 3 j 

s 4 __ (p m — OQu — e 3 )(ptr — ggj ^ 

^ " (e z ~ e i )(e i — e 2 ) 

On peuL maintenant extraire les racines en se servant des foi 


nudes du n° 48 : on trouve 


. a o' 1 sA p ^ . cr 

P = A 2 — d 5 

1 o’ u 5 v 3 w 

i 

A = 


B = e“2 r;W "^", 

oj ff — co —r~ (x>% r/' = 

p z = t, 2 , 

-Ir/oi' , 

L, = e - cr w . 
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Quand on change le signe de Tun des arguments u, v, w les 
trois coordonnees y , z changent de signe, le point P est rem- 
place par son symetrique par rapport a Torigine. 

Les formules (voir n° 48) 

s'). (u~- 2 w). ) a’l u 

3 ( U -r- 2 to). ) u W 

U - 7 - ‘2 top.) 

oii Ton suppose 

OJi — CO, to2=to-f-to', to 3 — to r , 

montrent que, quand on ajoute une periodeal’un des arguments, 
on remplace le point P par son symetrique par rapport a Pun 
des axes. 


* i 


= 1 , 2, O, 


V. — Application a la theorie i>e la chaleur. 


192. Les surfaces homofocales a un ellipsoide sont des surfaces 
isothermes. Chacun des arguments u , p, w est un parametre ther- 
mometrique. — Si Ton considere les points d’un espace en equi- 
libre de temperature, pour chaque point la temperature T est une 
fonction des coordonnees de ce point et Ton demontre que cette 
fonction verifie Tequation different elle 


__ O 1 _ 

Ox 1 Oy 1 Oz 1 ~~ ° 


On dit que les surfaces d’une famille sont des surfaces iso- 
thermes si la temperature est la meme en tous les points de Tune 
de ces surfaces et ne depend, par consequent, que du parametre 
qui determine cette surface. 

II est facile de trouver la condition pour qu’une famille de 
surfaces representees par Inequation 


?0, y, s) = A, 

dans Jaquelle A designe un parametre variable, soil composee de 
surfaces isothermes. En effet, si cela a lieu, la temperature T ne 
depend des coordonnees x, y, z que par Tinterniddiaire de A. 
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Galculons d'apres cette remarque les derivees deTpour les porter 
dans Pequation AT = o 


AT = 


o*T 

dl 1 


oT 

__ *T 

o\ 


dx 

O'A 

ax 


d-T 


(ely- 

C>T o- A 

dx 2 

C/A- 

\ Ox J 

O' A OJT- 

‘ / 


- 

m ££ /: 

‘ \ 

.<P'/ 

• Ui 

J ‘ ,j / - \ 


Comme AT = o, on doit avoir 


( i > 


d- a 
dx' 1 


d- a d- a 

0 V- d Z 2 


( ) ” — r* / ) "" — ( — — ) *" 

\dx] \dy) \dz J 


d-T 

d'/: 1 

~dT 

dl 


Ainsi la combinaison des derivees de A qui est dans le premier 
membre doit etre une fonction de 1 qoe nous appellerons Af).). 

Si cette condition est satisfaite. pour calculer T il suffira d'in- 
tegrer V equation 


(a; 


d-T 

o '/: 1 , . 

yT~ _ V(Aj ' 
ol 


(3) 


Appliquons ce qui precede aux surfaces 
x 2 y- z- 


Nous poserons 


&(s) = — 


b - — A ‘ C - — A 


r- 


a- — s b - — s c 1 — s 
/($) = ( a- — s)( b- — s){ c- — 5 ). 


Galculons d’abord (g)‘+ ( ^)'+ (£) ' 


En differentiant par rapport a a: la relation (3) qui definit A 
en fonction de x, y, z, on trouve 


<4) 


[(a-- 


y- 


■ ly- ( — ). y 1 ' i ,c 


z- 1 <?), 

v j- — ■— — o, 

- — a ) 4 J dx a- — 1 


A. ET L. 


20 
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on bien 
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dx a~ — A 


et de meme 


. , , . N dX 9.V 
* ^ dy ~ i' 1 —'/-’ 


^ dX 2z 


On tire de la 


(5) 


dl\* 


+ k: + h: = 




d\\- 


dz ! 


*'U) 


. d*-x 


Pour avoir — ^ differentions par rapport a x la relation (4 


definit ^ : nous trouverons 
dx 


-*'00 


a*x 


cto? 2 (a 2 — X) 2 ^ 
dX 


_ d l _*"().) MV 


v dx > 


ou, en remplacant ^ par sa valeur, 

r) 2 > 

*'(X ) * 


. , . dn 

[>'(A N 
et de meme 


^X\ 2 


dx 2 (# 2 


— ) 


0 2 A 


8 r 2 


dyi 1 (6 2 — X) 3 4>'(X) 
<) 2 X 8^ 2 r 


+- 




+ a*-X- 0 

2 

l , i 

o. 


a 

14 

I 

{ 

2 

1 i 

2 

| ~r 

2 

6 2 — X ~ 

2 


0, 


Si nous ajoutons membre a membre ces Lrois identiles 
termes du milieu disparaissent et il vienl 


( 6 ) 


*'tt) 


d*l d*-\ d°-\ 


-f- ■ 


'■fa) 


/a> ’ 


dx- dy- dz 2 , 

et comme nous avons deja trouve 


on a en definitive 


dn. ffk dfk 

dx' 1 dy- ~ r ” dz 2 


'dX' 

\dx. 


/'(X) 


dX \* 

<W ' 


»/a ’ 


( 7 ) 
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le second membre est une fonclion de a; les surfaces 

a = const. 

sont des surfaces isothermes. 

On peut alors determiner une fonclion de a 

U — 'li a ). 

de telle facon que \u = o. Pour avoir cette fonclion u, que Lame 
appelle le parametre ther mometrique, nous avons a integrer 
Pequation 

d-u 

dX- _ /’ ( a i 

dll 2 fi A > 

dX 


En integrant une premiere fois et en passant des logarithnies 
aux nombres, on trouve 


du i 



en designant le facteur constant du second membre par £ pour 

simplifier Tecriture dans ce qui suit. Remplacons/( a) par le pro- 
duit de facteurs lineaires correspondants et integrons entre — cc 
et a, nous avons 


u = 




A est done une fonction elliptique de u. Faisons com me au 
n° 191 le changement de variable et de notations 

a- — a = p- ( p — ed), 
b*—l = o 2 (pu — e,), 
c*-—l = p 2 (p’J— - « 3 )» 

la relation devient 


u = 



4 p 

2 \A„p — CiKP — «iKP — 





On voit qu’elle est satisfaite en posant 


u = w ; 
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A est done donne en fonction de u par 1’egalile 


X = 


a i+bl+ C * 

3 


? 2 P«- 


On fera correspondre de la meme maniere un des arguments v 
et fv aux coordonnees u et v. 

Les surfaces representees par les equations 


u = Uq, v = v 0 , w = w o, 

dans lesquelles u 0 , c 0 , w 0 designent des conslantes, se coupent 
orthogonalement, puisque supposer, par exemple, que u a une va- 
leur determinee revient a fixer une valeur de X. 

On doit done avoir 

du dv dit dv du dv __ 

dx dx dy dy dz dz 

et deux relations analogues. 


Expression duds 2 en fonction des arguments u. r, w. 
Dans la formule trouvee an n° 190 


ds - = 


rx — fjL)rx — v) 


-dl* 


-X)(c 4 — X) 

- ^-^1*— v > rfa* 


(v — X)(v — \x) 


{a 1 — p)(b- — p)(c - — [J.) v (a 4 — vj(6 4 — v^c 4 — v) 

introduisons les elements elliptiques : elle devient 




4 ds-= (pu — pv)(pu — pw) du 2 

-+- ( P V — P U ) ( J) 0 — P w ) ^P 4 -f- ( p p iv — p p ) rf(V 4 - 


193. Equation d© la chaleur quand les variables sont les argu- 
ments u, v, w. — Lorsqne dans Tequation 


XT = 


f)® T c) 2 T 


dr 2 ‘ 0 y 2 
on fait le changement de variables 


ds 4 



Ton a 

Ae = o, AA — o, Ay — o, 

l’equation transformee est 

i d 2 T i o-T i d~T __ 

L- du- ‘ M 2 dr 2 N- pip 2 °* 

L, M, N etant defrnis par cette condition que la formule defi- 
nissant cfo 2 est 

ok 2 = L 2 du- — M 2 c/p 2 — X 2 zAp 2 . 

AdmettonSj pour un instant, ce resultat et appiiquons-le an cas ou 
les nouvelles coordonnees sent les arguments ellipliques u. r. tv. 
Nous trouverons pour l'equation transformee 

i d^T 

(pu — pvj^pu — pw) dii- 



r 



d 2 T 


i 


d 2 T 

tpv- 

— p«n 

p V’ — 

• p , 

i dp 2 

<P^'~ 

pu ) t p tp — 

■ P v 

) aw- 

ou bien 











d 2 T 



d 2 T 


0- T 


(pv 

— piv) 

du- 

pi 

- dp 2 ~ T " 

\..pu~pv) 

dip’ 2 

= 0. 

Verifions le resultat 

que 

nous 

venons < 

d ? admettre 

: on a 



dT _ 

dT 

du 

dT dv 

dT dip 





d# ~ 

dZi 

~dx ~ 

dp d.r 

It 



puis 









d 2 T 

_ d°-T 

f—\ 

2 

i 


d 2 T dz* 

dv 

dT 

d 2 u 

d. 2? 2 

du 2 

\dx) 

~T^ • 

. . — b 2 

dudp dx 

dx 

Oil 

dx 2 ? 

d 2 T 

d 2 T 

( du\ 

«> 


d 2 T du 

dp 

dT 

d 2 zz; 


" dw 2 

Wj 

1 H-. 

. .-i- 2 

dudv dy 

b- • • ~b 

dy 

du 


d 2 T 

d 2 T 

( du\ 

2 


d 2 T du 

dp 

dT 

d 2 zz 

d,3 2 

~ dw 2 


) 

. .-b 2 

du dp dz 

dI~ Jr '"~ 1 ~ 

du 

dz 2 ‘ 


En ajoutant membre a membre ces trois egaliles, en se rappelant 
que les surfaces 


u = const-, 


p = const. 


w = const. 



sont orthogonales et que Ton a 

\u = o, Ap = Oj Aw = o, 

on obtient 



(-Y - /^Yl 


II reste a verifier que 

fdu\* fduy /day 
\dx) ~^\dy) \<^/ 

el les deux expressions analogues se clecluisent, comme on 1’a 
annonce, des coefficients du ds 2 exprimes en fonction de u , p, cv. 
Or 



ou en remplagant les deux facteurs du second membrc par les 
expressiohs (5) et (8) trouvees au n° 192 

/duy ( fduy fdu y_ p 2 i 

\dx) ^[dyj ~^\dz) ~~ <t>'(X) (X — a-)( X — - 6 2 )(X — c-) 


Mais, comme 


$(s) = 


(s — \)(s — \x)(s — v) 

( s — a 2 )(s — b' 2 )(s — c 2 ) ’ 


on a 


Done 


$'(X)(X — a 2 )(X — c*) = (X- pt)(X — v). 


/dw\ 2 /duy 
dx) +\1>p ) + {d. 




(pit — pp)(pH — pw>;’ 


le facteur p 2 se retrouve dans les coefficients de -r~- et ~ — * On a 

pp 2 dw 2 

done bien la forme annoncee. 

Ainsi, quand on prend pour nouvelles coordonnees d’im point 
les arguments elliptiques u , p, l’equation 



cievient 


(pv — pw) 


O 1 T 


- ( p iV - 


* o-T . 

• p « ) -f- • pif ■ 




194. Solutions dependant (Tune equation de Lame. — Ess a von? 
de satisfaire a [’equation precedente en posant 

T = F u ) F(r) F(«*), 

F designant line fonction pour le moment inconnue ; II vient 


< 9 ) 


, d-Fiu) , . 

( p v — p «* i 7 r \ v \ r ( w ) 

chi - 

; ^ 1 ,P "> — P « ) -Jj. — FUv)F(u) 

cl- F ( «•) „ , . , 

^ l J> u — p r I - ^/ ( pT " F <- u ) F ^ c ' ) = 0 ■ 


Or si nous supposons que F(o) est une integrale de [’equation dif- 
lerentielle 


chz 

cl'J- 


= (Apu-i-Bu-, 


ou A et B sont des constantes, nous avons 


cl ' 1 F t' u ) , . - , ^ . , 

^2 = ( A P 11 C ) F (“)» 

^-^(Apo - B X p (0> 

=(Apw+B)F(ip), 


el Fequation (g) se reduit a Fidentite 

o — F (u)F (v)F (w)[(pv — pw»)(Apa-i-B) 

4-(pw-pB)(App + B) + (pM-pp)(Ap«» + B)]; 

par suite 

AT = o. 

Ainsi on peut construire une fonction T verifiant Fequation 
AT = o, chaque fois que Fon connait une integrale de Fequation 

S =(A-pu + B)5, 

oil A et B sont deux constantes arbitraires. Lame a demontre qu’en 
donnant a A une valeur de la forme n.[n i), rt entier, on peut 
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integrer Pequation an moyen des fonctions elliptiques pour des 
determinations convenables de B. II obtient ainsi, pour chaque 
valeur de Tentier n, des solutions particulieres de Tequation 
AT = o, a l’aide desquelles il forme la solution generale de cette 
equation pour le probleme que nous venons de trailer. 

L’equation obtenue en faisant A = n(ji -h 1) s’appelle equation 
de Lame. Nous reviendrons sur cette equation dans le Chapitre XT. 


ENERCICE. 

Quadrilatere articule. — Soil an quadrilatere plan articule dont les 
cutes ont pour longueurs a : b , c. d\ appelons a, (3, y les angles des coles 
a. b , c, parcouras dans un meme sens de circulation, avec le cote d. En 
projetant le contour du quadrilatere sur le cote d et sur une perpendicu- 
laire a ce cote, on a deux relations que Ton peut ecrire 

ax -+- by + c-3 + f/=o, 

a b c 7 

— f- — — f- -f~ d — o, 

x y z 

: e a/ , y — e z = eV. 

En regardant x, y, z comme des coordonnees courantes, on voit que la 
premiere des equations (i) represente un plan et la deuxieme une surface 
du troisieme ordre; leur ensemble represente done une cubiquc plane. Les 
coordonnees d’un point de cette cubique pourront s’exprimcr par des fonc- 
tions elliptiques d’un parametre u\ 

e* i = f(u), eP £ = a(u), cY t = <l(u). 

En faisant varier u, on pourra ctudier la deformation du quadrilatere. 

Si le plan et la surface (i) sont tangents, la cubiquc devient unicursalc 
et les fonctions/ 1 , ©, d» peuvent etre remplacees par des fonctions ration- 
nelles. (Darboux. Bulletin des Sciences mathemaliques.) 


(0 

ou l’on pose 

x 





CHAPITRE X. 
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19 o. Division par dens de la period© no. — Considerons Jes 
fonctions de Jacobi 

H(«), 6(h), &i(u i. 

construites avec les deux periodes 2 to. 2 co ? , et en meme temps les 
fonctions 


II 


/ j W TT / ! W , / ! CJL) /. ( i to 

( 11 ! 7 ’ 03 J'. Hi ( u\ — > CO J , © f U j — , W j ? 0J ( u j — J 



construites avec ies deux periodes to et 2 to'. On a entre ces fonc- 
tions les relations suivantes, dans lesquelles A designe un facteur 
constant, 



La premiere de ces relations se demontre en remarquant que les 
fonctions 


H 



et H(w)H!(w) 


out relativement aux periodes co et 2 copies multiplicateurs definis 
par les egalites 


/(«) 


/(K-+-CO) =— /(M), 

2 iTt: , 

f(u-h 2tt/)= — e w 
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3 a 

et admettent les memes zeros dans un parallelogramme des pe- 
riodes : le rapport de ces deux fonctions est done une constante. 
Les trois autres relations se deduisent de celle efui donne 

H (u j c en y changeant successivement u on 

CO , <•'-> 

u -h to , u H > z/. — H co — t — - • 

1 2 2 


196. Relation entre les modules et entre les multiplicateurs. 
Soient k el g le module et le multiplicateur correspondant aux 
periodes 2 to, 20 /; et soient A^*}, g(\) le module et le multiplica- 
teur correspondant aux periodes to, 2 to ; . 

On a, d’apres la definition du module et en tenant compte des 
relations (i), 



Mais si, dans les formules du n° 75, relatives a l’addition de la demi- 
periode to, on fait u = — ^ on trouve 


0i 




= H 



on deduit de la successivement 


dn — = \Jk ' , 
2 


w /77 co 
cn — = i / k sn — , 
2 2 


sn - =r= -—== • 

a y/r h-A' 


D’apres cela 

(a) 



i —i— A y/ i — f- /c' 


Cette relation peut encore s’ecrire 


i~h-k {{) = 


2 

7+7' ' 


(a') 
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D’apres la definition me me da maltiplicateur (n° 92 A on a 
^ _ _r H'un 

* ~ s/lc &<Oj ’ 

H'(o i-j cu ? j 
__ i_ j 2 j 

0 ( o | ^9 

La valeur de g.^ pent s’ecrire successivement 

i H , (o)H l (o\ 
v/XT7 e(o)e l (o)' 

Jc 

8 

l, en remplacant /r/ i: par sa valeur tiree de ( 2 ), on trouve entre 
2S multiplicateurs g et g (K) la relation suivante 

A partir de maintenant nous supposerons les quantiles co 
t “ reelles. 



197. Relation entre les integrates I\ et K cn 

efo T 2 dzi 


K 


-r 


\/ 1 — A- sin- co 


K , )= 

Jo V^ 1 “ /c Cr. hin "r;" 


Nous avons deia remarque qae de l’equation difierentielle ve- 
ifiee par z = sn(u; A, g) 



^=^( 1 -^X 1 — a**). 

>n deduit 

r 1 ds 


firm = J 

1 ✓(»-«*)(!- **■**) 

hi bien 

w 

II 

3 




— = K 




On obtiendrait de meme 


et cn divisant membre a me mb re ces deux, egalites on trouve 


K-(i) ' ^ii) i+-k' 

puis, en se reportant a la illation (s') entre les modules, 
K — K (1) (i 4- k ( i)). 


198. Caleul de K quand k est donne. — Concevons qu’on ap- 
plique plusieurs fois la transformation precedente, on trouvera 
successivement 

K = K(i)(i 4- k \ ), 

Iv m = K (2) fr + *,), 

= K'/o(* “+■ k n )i 

puis, en multipliant membre a membre toutes ces egalites, 

K = /C(d) (i /t( 2 )) . . .(£ •+* k\n))i 

comme on a 



on a aussi, quel que soit /?, 


~(i 4- A- ( ij)(i 4- k ( 2) ). . .(i4* Aq /t ))< K ; 

k n est toujours positif; le produitqui est dans le premier membre 
va done constamment en croissant quand n croit, et comme il est 
constamment inferieur a K, il tend vers une limitc quand n aug- 
mente indefiniment. Il en resulle que k {n) tend vers zero et par 

suite que K f/?} a pour limite j- On a done 

K = — (i 4- ^(i))(i4- /c (2) ). ..(i + k (n) ) 

Cette formule est utile lorsque l’on veut calculer la valeur nume- 
rique de K, en supposant k donne. On la met sous une forme plus 
commode pour les calculs numeriques en posant 
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ce qui donne, en se reporlant a la formule 


£« — tang- - et i — k : = 


i 


, 0’ 

cos 2 - 
2 


puis 


k- Vj = tang 2 - = sin 0 I); /: x = tang 2 -- = sin 0 2 , 


on en deduit 


I r~ kj, = 


■ /,- , = 


cos 2 - 6 
2 

et par suite 


* 1 1 

cos 2 - 0 . 


i ~ k , : 


3i 


cos 2 - 0 .■> 


= cos 2 - 0 cos 2 -Of cos 2 ~ 0 -v . 
*2 lv 2 2 2 


( I Durege, Theorie der elliptischen Functional , p. 1 77 . 
Prenons comme exemple k 2 ~ r ( . f i = 45°. 

Dans ce Tableau de caleul, on a separe par plusieurs points 1' 
nombre de son logaritlime de sorte que bon a mis 

_s au lieu de LogN = . 


De plus les logari dimes a caracterisliqtie negative sont augments 
de 10 . 


0 = 45 ° oV,oo 

- 1 - 0 = 22 ° 3 o'o", 00 
2 


1 ang - 0 ... . 

v 2 

■ • 9,617 2^43 

cos 1 6 

2 

. . 9,965 6 i 53 

tang' 2 - 0 1 

1 ‘ 2 *• 

.. 9.284 44S6 

sin0 (1) J 



0,i)= 9" 4 1 



4 ° 56 ' 22 b 70 

tan S ~ ®(ij- • • 

. . 8,986 G 5 o 4 - 5 

COS i 0 a) . . . . 

.. 9,998 384 o.i 

tang 2 1 6 (n j 

. . 7,878 0009.0 

sin0 l2) j 



0 ,25 = 0°2j' j 


- 0; 25 = o ' I 2 f 3 < 


tan" - 0 ' 0 


COS - 0 ( 2) . . 


tan" 2 - 0 r « | 
^ 2 


sin 0(3) 


9:9 


0 i3) = o n o , 3 * r , cos 0(3) 


o ; ooo OOOO, 


3 1 8 

On a done 
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cos 2 - 0 q,93i 23o6.o 

2 

cos 2 ^ 6(1) 9,996 7680.2 

COS 2 “ 0(2) 9,999 9940.0 

9,927 9926.2 

— O, I 06 II 93 ." 

2 

K 0,268 1272.0 

K = i,854 0747. 

199. Calcul de la valeur de Tintegral© 

f — A- , 

J 0 y/ i A 2 sin 2 o 

quand A et o sont donnes. — Soil z = sn ( u ; A, £•), on a 

C z dz 

gU i 

011 en posanl 

5 = sin cp, 

do 

gU= / - T===> -.. — > 

J 0 y/ 1 — A 2 suocp 

de sorte que, u et o etant lies par la relation precedent©, on ; 

sn(it; A, £•) = sin cp ; 

on s'assure aisement que 

cn(&; A, g) = cos<p, 
el 

6 n ( a ; A, g)=\J j — A 2 sin 2 9. 

Considerons en m£me temps = sn (w; A (1) , g’ (n ) en posa 
5'ii)«= 7==^ = 1 

*4 v a — *fi)Sin 2 <p n) 



on aura 


snf u : k i , g r i = sin o t) . 

Si maintenant k et g correspondent aux periodes aco, 20' et si 
A’(i; et o- {1) correspondent de meme aux periodes ox 2 wb on aura, 
comme nous Taxons vu. 

S _ t — A>, 

‘2 


Alors en prenant le rapport des integrates dont les Jimites su pe- 
ri eures sont z et cp, 1} , on trouve 



dz 

y' 1 — A * 2 sin 2 o 







sin-': !•. 


et Tintegrale dont la limite superieure est z se trouvera ramenee a 
Tintegrale dont la limite superieure est z. rn cjuand nous aurons ob- 
tenu une relation fmie entre s et z, r . 

Cette relation, cjue Ton peut obtenir par des considerations geo- 
metriques, nous sera utile sous la forme 


011 bien 


011 encore 


tang(cp, :1) — z 

tango (1) — tan 
1 -1- tango tang 


p) = /:’ tango 


< r 

= Jc tango 


tang 


: {i) — 


( i -a- Jc r ) tango 
1 — // tang 2 o 


Pour verifier cette derniere egalite il suffit de remarquer que 

sn u 1 H ( u ) 


tango = — it - 

c n it /A' H i{u) 


et de se reporter aux formules (1) du n° 195 donnant H — * ox J 


et ( u 


OJ / \ . • 

■-)(i yj; on trouve am si 
tan S?u) = “ 


Ilf u) lli(u) 


II u 


H lu 


Transformons le denominateur du second membre d ? apres 
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l’identite, facile a verifier, 




nous pourrons ecrire 

v/^tangcf (1) = 






Oil 


en di visant les deux termes du second rnembre par H 2 j II 2 1 

l a n g o 


tang <p ( i)= G- 


hi 


oj n*(u) 

H */w\ H{(«j 

\ a ; 


C designant un facteur constant ; ce facleur sc determine on di 
sant les deuxmembres par u et faisant ensuite lend re u vers zcj 
ce qui donne 

G = rr: , -j- k' . 


En tenant compte enfin de la formule 


on a Lien 


ou encore 


tango (1) = 


(i 4- k') tango 
1 — k 1 lang-cp 


tang(cp {U — o) = k' tango, 


comme nous voulions le verifier. 

Cela pose, concevons cju’on applique plusicurs fois de suite 
meme transformation en posant pour abreger, d’apres Legend 
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Lis aurons successivemeot 


F(?> &) = — Ft S; J: , k ki ), 

F, ? ,,, /c :i ) = lii^Fis 

2 ‘ ‘ " •' ' ' 


3n multipliant merabre a me mb re ces egalites 

F(c, F(c ,, /,* ). 

Supposons maintenant qoe n augmente indefiniment, nous 
>ns vu que k n tend vers zero et Fon en conclut 

lim F(c n) . k :n {) = lims,-^. 

3omme d’autre part on a trouve 


- ( i ■+- k x )( r £ i2 ). . . = K, 


voit que, en definitive 


F(c, A') = ^ lim 


c p(« - ) 

"a"" - 


Pour calculer suceessivement les angles cp (1) , cp (2)? 
us aurons les formules 


tang(o (I) — ©) 

= k’ tango, 

*<«= 

tang(?m— <?<u) 

= A*[ n tangO/i), 

k( 2) = 

tang(cp (rtl — i); 

1 = k{ n—\ ) tangO(«— i), 

^"(n) = 


i — k' 
IH- -k'* 

Lniiii 
r -h Xr( n 5 


1 

1 ■+■ ^(rt-1) 


Quand /i est tres grand k (n) est tres petit, comme nous l’avons 
; alors k\ n _ {) est tres voisin de F unite et l’on a sensiblement 


bien 


?(*) ?(«-!) = 


A. ET L 


®C/i) — ; 


21 


alors 

®(n) b 

2 n — % ti - 1 * 

Done a partir d’une valeiir suffisamment grande de n, ^ reste 

sensiblement constante et Ton apercoit ainsi que ^ tend vers 
une limite quand n augmente indefiniment. 

Example numerique. -—(Nous l’empruntons a la Theoriedes 
fonctions elliptiques de Durege, p. 178.) 

Soient 

j i n „ 

A 2 = - , CO = 00 ° 

2 ‘ 


les valeurs donnees de k~ et de <p. 

II resulte d’un calcul precedent que Ton a 


aK 

k' = cosO 

k\ = cos 0 1 . . . 
kl 2 = cosO .. . . 
/ij> = cosO . . 


0,07a oo“ 3 . 8 , 

9,849 4 85 o, 
9,993 5 i 18, 

9 5 999 9^78-9, 
1,000 0000.0, 


Yoici maintenant le calcul des angles cp I? 


CD = 3o° 

>g? 9 5 7 6r 4 3 9i 

9, 8 49 4S5o 

l b(c?i — ?)• • 9, 610 9^44 

CDi — © = 2a 0 1 2 27", 5g 

C?1 = 02° 1 2 f 27^,56 


cpj = 52 ° 12' 27", 56 


tangepj o,iio 4374.9 

*1 9 , 99 3 51,8 


tang(cp 2 — cpj). o, io3 9492.0 
9 2 — 91= 5 r 0 47^ 3a # , 58 

cp2 = 1 04 0 0' 0", 1 4 


> 'fa : 

Cp , = 10 4 0 o'o", l 4 

tang©*. o,Go3 2 

9,999 !) 

tang (^ 3 — <p 2). o,6o3 2 

cp 3 — cp 2= r o4° <>' 1 ", 4 
cp :i = 20 8° o' i", j 


On prendra ici comme vale 11 r approch.ee de -le rapport 

= | ( 2 o 8 “o'i" 54 ) = 93C00", >9. 

Pour exprimer cet angle en parties de rayons on divise le 
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nombre de secondespar 206 264.8 

Log 93 Goo 17 . 19 = 4,971 2767.9 
Log2o6 264*, 8 = 5 , 3 14 425 1. 3 

9.656 S 5 1 5 . 7 

t 2K 

Bog ~ =0,072 0073.8 
Log F ( x Aj) =9.728 8 089 . 5 

F (©, k) — 0,535 6221 pour c = 3 o° et k- — 5 * 

. -2 

Remarque . — Lorsqae le module est devenu ires petit le 
calcul des modules suivanls pent se simplifier. (Voir Bertr.vxd. 
Calcul integral j p. 661.) 


EXERCICES SUR LE CHAPITRE X. 


Bivision de la periode 2 to par un nombre impair n. — En posant avec 
/ 2Kr\ 

Jacobi 3(x) = 0 ( j verifier l’identite 

2l' j. — i) = C2r (nx, q"), 

011 Ton suppose que, %(x) correspondant aux periodes 203 et 200', ?j(x, q n ) 

correspond aux periodes 2 to 7 , et oil G designe on facteur constant. 

On peut remarquer que le premier membre d'une part et ?j(xx, q a ) 
d’autre part sont deux fonctions qui admettent les meines multiplicateurs 
pour les periodes 210, 200' et qui ont les memes zeros dans un parallelo- 
gramme des periodes. 

On a une verification interessante del’identite precedente en considerant 
le produit infini qui donne ?J(nx, q a ), savoir 

C %(nx, q n ) = (1 — 2 < 7 re cos'inx -4- q- n ) 

X (1 — 2 q Zn cos 2 nx -+- q* n )( 1 — 2 q» n cos 2 nx -f- q l0n ). . . . 

et decomposant chaque facteur de ce produit d’apres Fidentite suivante 
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(theoreme de Cotes) 


i — 2q n cos 2 nx 4- q~ n — 1 — 2#cos2^r- 


m 

n 


pour 


r = o, 1, 2, . . . , n — 1, 


ou, ce qui revient au meme puisque n est impair, 


- =0, i, 2, n— 1. 
2 


D’apres cette verification l’identite resulte de cc que, dans un produit 
infini absolument convergent, on peut remplacer plusieurs facteurs par 
leur produit effectue et reciproquement. 

Verifier la formule 


(—if 




fa?) 9rt 


/ 2 7 C \ 


(x-A 


V n J 


| x -h ( n — r) ypj = C/ 2 r L (/ix, 




Du designe la fonction H ^ ^ > G' 


une cons tan te et n un nombre 


impair; de plus 2 Tj ( a?) correspondant aux periodes 2 to et 2 to', ^ L {nXj q n ) 


correspond aux periodes — j 2 to'. 


Des formules des deux exercices precedents deduire la suivante 

2 7 iK (/l, a? A r 2K 2K/ 2 7 u\ ‘>K f 2 nr 1 

, / 6 n > = C sn — xsn — x-\ • sn — x-h(/i— -1) — , 

TC J TU 7U \ n ir L n J 


oil l’on suppose que k' n) et K (/i) correspondent aux periodes 2 0/ 
comme k et K correspondent a 2 to et 20/ et ou C a la valeur constante 


C 


n — 1 

= (-0 2 




CHAPITRE XL 

FONCTIONS A MULTIPLICATEURS CONSTANTS OU FONCTIONS 
DOUBLEMENT PERIODIQUES DE SECONDE ESPECE. 


200. Definitions. — Dans plusieurs questions de Mecanique et 
de Physique mathematique, on est conduit a etudier des fonctions 
uniformes de u , n’admettant a distance finie d 7 autres singularites 
que des poles et se reproduisant multiplies par des constantes \x 
ou ud quand on ajoute a a Pune ou Fautre des periodes 2 co et 2 to'. 
L’une quelconque de ces fonctions F(«) verifie done deux rela- 
tions de la forme 

F [ll -r* 2 W ) = [Jl F ( U ), F ( 'X F ( u ). 

M. Hermite, qui a fait 1’etude des fonctions de cette nature 
( Sur quelcj ues applications des fonctions elliptiques, Gauthier- 
Villars, 1 885), leur a donne le nom de fonctions doublement pe- 
riodiques de deuxieme espece; ces fonctions se reduisent aux 
fonctions doublement periodiques ordinaires ou fonctions ellip- 
tiques, quand les deux multiplicateurs constants u et 0 / se re- 
duisent a l’unite. Quand les multiplicateurs u et f seront donnes, 
nous appellerons les fonctions telles que F(&), fonctions aux 
multiplicateurs constants p. et f ; les fonctions elliptiques sont 
alors des fonctions aux multiplicateurs 1 et 1 . 

Les relations 

F ( u -4- 2 a>' ) = (F F ( u ) 

entrainent evidemment la suivante ou m et n sont des entiers po- 
sitifs, negatifs ou nuls : 

F ( u -T- 2 m to -f- 2 n <*/) = ]x m F (u). 

II en resulte que, si la fonction F(z/) admet un pole u = a , elle 
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admet comme poles, au meme degre de multiplicity tons les 
points homologues 

&m,n — & "T“ 2/?10) -b 2 71 tii . 

Si le residu relatif au pole a est A, le residu relatif an p61e a m ,n 
est |a to (jl /# 1 A. De meme, si la fonction F(w) admet un zero u = b r 
elle admet comme zeros, avec le meme ordre de multiplicity 
tous les points homologues. 


Example . — Yoici quelques exemples de ces nouvelles fonc- 
tion s. Soient A, a et 1 des constantes, la fonction 


/(«) = A 


R(u — a) 
E(u) 


e \u 


est une fonction aux mnltiplicateurs 

i ira v , 

. , 1-2 /•(*) 

fJl — JJL = e 10 

En effet, les relations fondamentales 
Ii ( -b 2 to ) = — Il(zt), 

i ^ 

H(&-b 20') == — ll(a)e } 

donnent les suivantes : 

f ( U —b 2 CO ) =/( 

i TCV , , 

f(u-h 2 u>')=f(u)e <*> 10 . 

La theorie du pendule splierique nous fournit un autre exemple 
de ce genre defonctions. Nous avons trouve, en effet, pour x + iy 
une expression de la forme suivante (p. g5) 

A, a, b, A designant des constantes. Or, d’apres les relations fon- 
damentales 

C'(w-f-2to) — — e 2-/)(w-i-w) ( y 
W -f- 2 It/) = — ^2v)'(tt+w') rf ^ 
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cette fonction z verifie les relations 

r v(«^2(u) = e- r i a ~ b c ' u ‘i, 

c (m — 20/) = c 2 . v -t-s/.a’ - , w 

c'est done une fonction aui muhiplicatenrs constants 

u = c- r i a ~~ b ' r-2/.CO % 

•j/ — a—/> — 2/.Oj\ 

Dans la theorie que nous allons developper, nous s:; ' cs:: cr.- 
les multiplicateurs jjl et u/ donnes et nous formerons les expres- 
sions analjtiques des fonctions quiadmettent ces multiplicateurs. 
M. Hermite a indique, pour ces fonctions, deux formes principales 
correspondant aux deux formes fondamen tales des fonctions 
elliptiques. 

L’une de ces formes donne la fonction comme le quotient de 
deux produits de fonctions H ou d : elle met en evidence les zeros 
et les poles de la fonction. L’autre forme est analogue a la for- 
mule de decomposition en elements simples; elle met en evidence 
les p61es et les parties principales correspondantes. 

Les seuls elements analjtiques necessaires pour cette tlieorie 
sont les fonctions H ou d. 


I. — Decomposition en facteurs. Consequences. 


201. Expression generate des fonctions a multiplicateurs con- 
stants. — Soit F ( u) une fonction aux multiplicateurs constants 
donnes p. et pd. Par hj r po these cette fonction n’a d’autres points 
singuliers que des poles a distance finie et verifie les deux 
equations 

( F(a ■+■ 20)) = fxF(w), 

(,) i F(u-h 2U>') = n'F(tt). 


Pour obtenir une premiere expression de la fonction F (u), re- 
marquons que la fonction particuliere 


(a) 


f(u) — A 


H ( u - a ) e \u 

H («) 
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consideree dans le numero precedent, verifie les relations 

( /(M + 2W) = f 

^ I f(u H- 20)') = Infill), 

ou 

, 4-2Aa)’ 

(4) |jL=e 2 >“ iJ.'=e^ 

On pent toujours disposer des constantes \ et a de fagon a faire 
prendre a ces multiplicateurs des valours donnees a 1’avancc. En 
effet, u et u/ etant donnes, on a 


\ = — Log (jl, 

2W 

a = -4- (a> Lo ga'~w' Logp), 

JTt 


Log p. ayant la meme determination dans les deux equations. 

Avec ce choix des constantes \ et a, on a, par la formule (2), 
nne fonction particuliere f(u) aux. multiplicateurs donnes p ct u/. 
Mais alors, si Ton revient a la fonction gendrale F (it) aux memes 
multiplicateurs, le quotient 


f6) 


*(“)• 


F(u) 

/(«; 


est une fonction elliptique aux periodes 20 ct 2 to'. En cfFet, 
quand u augmente de Tune de ces periodes, F et f se rcproduiscnt 
multipliees par le meme facteur et <&(u) ne change pas. 

On obtient ainsiune premiere expression generate des fonctions 
aux multiplicateurs constants t jl et jjl', en prenant 

F( “ )=AeU Tr^r- cIi( “)’ 

les constantes T^et a etant determinees par les relations (5) et <X> (u) 
designant une fonction elliptique aux periodes 2 to et .2 co ; . 


202. Decomposition en facteurs. — La formule de decompo- 
sition enfacteurs se deduit immediatement de ce resultat. En effet, 
la fonction elliptique $( w) peut se mettre sous la forme suivante 
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(n° 40) 

u \=z v Ll ~ bl ' 11 — b -i • . .H ; It — b r 

H(z* — 11 a — a., ...11 ijf — a r f 

avec la condition 


(7) 


hi — b*-h. . b r ~ a { — a 2 a r . 


La fonction aux multiplicateurs constants ;jl et u/ pent done 
s’ecrire 


(3) 


FwO 


= B e iM 


H ( u — a i H ( ii — b, ). . . H ( u — b r \ 
H ( u ) H { u — a l * . . . H ( u — a r ) 


Telle est la formnle de decomposition en facteurs. Elle conduit 
aux consequences suivantes : 

i° Une fonction a multiplicateurs constants possede , dans 
tin parallelo gramme des periodes , autant de zeros que d' in- 
finis. Gela resulte de ce que, dans la formule (8) ci-dessus, ii 
entre autant de fonctions H au numerateur qu’au denominateur. 

2° Si Von considere, d’une part , les zeros , d' autre part les 
infinis que possede une fonction aux multiplicateurs u et f 
dans un parallelo gramme des periodes, la difference entre la 
somnie de ces zeros et la somme de ces infinis est egale a 


i 

i - 


(to Logo/ — to f Log a), 


a des multiples des periodes pres. 

En effet, la fonction F (u) definie par la formule (8) a, dans un 
parallelogramme des periodes, des infinis homologues des points 


0, , <^2, • • • } 

et des zeros homologues des points 

a, b u b,, b r . 

La difference entre la somme des zeros et celle des infinis est 
done 


(9) CL — b 1 — H b 2 ■+■ . . . — )— b ^ — ( CX,\ H- H . . • -T - Uj>') ■+ 2 TJX tO “t - 2 TX to . 
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si Ton tient compte de la relation 

bi -I- b* + . . .-t- b r = a i ! a 2 -f- • ••-+- a r , 

et de la valeur (5) de a, on voit que la difference consideree (9) est 
f ( co Log p' — to' Logp) H- 2 m to -+■ a ^ to', 

ce qni demontre le theoreme. 

Changer les determinations choisies pour Logp' et Logp re- 
vient a modifier les entiers m et n. On pourrait, par exemple, 
choisir les determinations des deux logarithmes de facon a 
annuler m et n. 


Remarque . — II est evident que la foncLion F(w) donn^e par 
la formule (8) n’admetpas necessairement, d’une maniere effective, 
le pole u = o 1 car un des zeros b\^ b o, • * • 5 by pent etrc egal a 0 
011 homologue de 0. De meme, cette fonction n’admet pas neces- 
sairement le zero a. 

Les deux theoremes que nous venons d’enoncer admctlent la 
reciproque suivante : 

3° Si Von considere une expression de la forme 


F( u) = B 


H ( u — a ) H ( u — ) . . . 


dans laquelle les constantes \ a , a , 
rifient Les deux relations 


I l(u— b r ) 

II ( — a r ) ’ 

a,; 0 , 0,, . 


. . , b r ve- 


(£ 0 ) 


X = - Log ix. 

•A to 

b -+* h b r — ( a — |- ct\ -1- . . . cty ) = t — ( to Log ix — to Log p ), 

m 


cette expression F (u) defuiit une fonction aux multiplica - 
teurs p et ph C’est ce qu’on vdrifie immediatemcnt en par tan t des 
relations fondamentales 

H(w-h2to) = — H(a), 

H(k + W)== — H(i 4 )e" ( '‘ + ‘ ,) ' 1 . 

Quaad les multiplicateurs p et p/ sont dgaux a i, la fonction 
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F (u) devient une fonction elliptique, et la deuxieme des rela- 
tions ( 10 ) exprime aiors le theoreme de Liouville (n° 39;. 


203. Nombre min i m mo. de poles d 5 une fonction a multiplica- 
teurs constants. — Nous avons vu qu'une fonction eilipt: a. an 

moms, deux poles simples on un pole double dans un paralielo- 
gramme des periodes. li en est aulrement pour ies fonctions a 
multiplicaleurs constants. 

Qiiand les multiplicateurs u et u/ sont ? eon •? *•: is et ne 

verijient pas la relation 

( 1 1 ) ( co Log f — e/ Log ;x) = o, 

pour des determinations corn* enables des logarithmes , toute 
fonction aux multiplicateurs u et u: admet an mains un pule 
s : mple dans un par allelo gramme des periodes. 

En effet, si la fonction F(^) donnee par la formuie generale ( 8i 
n’avail pas de poles, elle n’aurait pas de zeros, ei cette fonction 
se reduirait a la fonction 


FO) = B e tM , 

dont les multiplicateurs 

\x = f = e 


verifient la relation (i i) que nous avons ecartee. 

II j a done au moins un pole. B’ailleurs, il exisle des fonctions 
avec un seul pole dans un parallelogram me des periodes. Telle est, 
par exemple, la fonction deja consideree 


f{u) = A 


H(u — x) 


oil I et a sont determines par les equations (5). Cette fonction 
a, comme poles, le point u = o et les points bomologues. Telle 
est encore la fonction 


/(a — *) 


H(& — p — a) 
A 


ekiu— v) ^ 
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oil v est une constante queJconque; celte foncdon admet, comme 
poles, le point u— v et les points homologues. 

204. Fonctions a multiplicateurs speciaux Nous dirons qu e 

les multiplicateurs p et p' sont speciaux quand ils verifient une 
relation de la forme 

to Logp/— to' Log [a = o, 

pour une determination convenable des logarithmcs. Dans ce cas, 
il existe une fonclion partout fuiie dans un parallel ogramme des 
periodes et admettant les deux multiplicateurs : cette fonction est 

A c ku , 

\ etant determine par les deux relations compatibles 

\ = Tj 0 zv- = L °g{*' . 

2(0 2 0 )' 

La fonction la plus generaleF(a) aux multiplicateurs speciaux u 
et ix 1 est alors 

F(m) = ke>' u 

0>(u) designant nne fonction elliptique . Unc fonction elliptique, 
non reduite a une constante, a au moins deux poles simples ou un 
pole double dans un parallelogramme ; done, si la fonction F(*/) 
ne se reduit pas a une simple exponentielle die admet dans 

un parallelogramme au moins deux poles simples ou un pole 
double. Telles sont les fonctions 

e^ u sn~u, e^ n [Z( u — a) Z( u — &)], 

II. — Decomposition en elements simples. 

205. iU^ment simple. — Reprenons la fonction 

... . ll(u — ct) » 

les constantes 1 et a etant determinees par les equations 
l — — Logo, 

2W 53 r ’ 


I 


/. . T 


..It.. 
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Lcartons le cas des multiplicateurs speciaux etudie dans le dernier 
numero. Alors a n’est pas homologue de zero et la fonction f u 
devient efifectivement inlinie an point u = o et aux points liomo- 
logues. Determinons la constante A de telle faeon que le rdsidu 
de f(u) relatiF au pole u = o soit egal a i. Pour cela. il suffit 
d'ecrire que le produit u f{u) est egal a i pour u = o. On a ainsi 


A H > a I _ H'( ot 

H'( o) ’ ' 1177) 


et la fonction f(u) devient 


(12) 


/(«) = 


H'i'o i Hi'w — 2 . 
H ( a i H (u) 


qJ.U m 


Cette fonction f{u) constitue l’element simple inlroduit par 
M. Hermite pour obtenir la deuxieme expression generate des 
fonctions aux multiplicateurs u et p/. Elle verifieles deux relations 


j /(« + aw) = p/O), 
I f{u + 20 )')= 


elle admet comme pole simple le point u = o et les points homo- 
logues. Au point u = o son residu est i ; au point 11 = 2 m o> 2 n a/, 
me t n etant des entiers quelconques, son residu est pL^p/ 72 , comme 
il resulte de Lequation 

/(m 4 * 2 n 0 )') — \l m \L ,}1 fill). 


consequence immediate des relations (i 3 ). Si dans ces relations on 
change u en u — e, v designant une quantile quelconque inde- 
pendante de u , ou a aussi 


( — ^ + 2W ) = P f( a ~ 

( f(U—V- J r-2U> , )= p.’ f(u— V). 


La fonction 


(1 5) 


f(u-v) = — 


H(a)H(w — v) 


regardee comme fonction de u , a done les memes multiplicateurs p. 
et uf que/( u ) : elle admet comme poles simples le point u = v e t 
les points homologues, le point u = v avec le residu 1 . 



CHAP 1TRE XI. 


334 

II est interessant de voir quelles sont les proprietes de cette 
meme fonction /( u — p) consideree comme fonction de p. Si dans 
les relations (i4) on change u en u — 2 to on obtient deux nou- 
velles relations que nous eerirons comme il suit 

f(u — v- 20 )) = ~ — 

r* 

f(u-V — 2 to')= A 

Ces relations montrentque f(u — p) considere comme fonction 
de v est une fonction aux multiplicateurs inverses ~ et — • Cette 

fonction de p admet comme poles simples le point p = u et les 
points homologues, le point p = u avec le residu — i . On verifie, 
en effet, immediatement, que le prodnit (p — u) f(u — p) tend 
vers — i quand p tend vers u. 


206. Formule de decomposition. Cas des poles simples* — Soil: 
une fonction F (u) aux multiplicateurs non speciaux p et p/. Sup- 
posons d'abord que cette fonction n’ait que des poles simples ho- 
inologues respectivement de certains points 


u. = a, u — b, 


et soient 

A, B, L 

les residus de F (z/) aux points a , b , . . , 
Considerons la difference 


a = /, 

■, >■ 


T(«)= F(it)— A. /(a — a) — Bf(u — b)— . . L /( a — l ). 

Nous aliens montrer que cette difference est iclentiquement nullc. 
En effet, ff'(w) est une fonction aux multiplicateurs jx ct p/ ; car 
elle est une somme de fonctions F (?<), — A f(u. — a), . . . ad- 
mettant separement ces multiplicateurs. En outre, cette fonction 
'E(w) est finie pour toutes les valeurs de u, car, dans le voisinage 
de u = «, par esemple, on a, par Irypothese, 


F ( u ) 


-I- fonction regulierc; 


u — a 
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de plus, d’apres les proprieties de ia fonction f'u — e\ on a, dans 
le voisinage de u — a, 


fi u ) — — fonction resrulicre: 

u — a 


enfin les aulres terroes fiu — b .. . .fu — /) sont des fonctions 
regulieres au point u = a . Dans la combinaison qui donne 

les termes en — disparaissent et W(u) est finie pour u — a. II 

en est de mdme des autres points u = b* . . . , u = l el des points 
homologues. 

Ainsi W ( u) est une fonction aux raultiplicateurs non speeiaux 
p. et p/, ji' cidmettant plus ciucim pole a distance finie. Mass tine 
telle fonction ne pent pas exister (n° 203 ) : done ffYw) est iden- 
tiquement nulle. On a alors la formule 

( 16 ) F(u) = A fill — Cl) -r- B /( ll — /( u — l). 

C’est la formule de decomposition en elements simples, mettant 
en evidence les poles non homologues a, b, . . . , / et les residus 
correspondants. Chaque terme de cette formule est une fonction 
de u aux multiplicateurs a et p/ admettant dans un parallelo- 
gramme un seul pole simple. 

Inversement toute expression de la forme (16) dans laquelle a : 
b , ..., I sont des points non homologues deux a deux et A, B, .... L 
des constantes quelconcjues, est une fonction aux multiplicateurs 
p. et p/, ajant comme poles les points a, b, . . . , l et leurs homo- 
logues, les residus relatifs aux points a, b, . . . , l etant A, B, . . . , L. 

D’apres cela, on peut clioisir arbitrairement les residus A, 
B, . . . , L : il n’existe entre eux aucune relation necessaire. II y a 
done la une difference avec les fonctions elliptiques pour lesquelles 
la somme des residus est nulle. 

Example de decomposition . — Soit 

^ 1 ' ^ ^ H ( it — a ) H ( u — b ) ’ 

a et b etant deux constantes non homologues entre elles et non 
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homologues de o. Cette fonction admet les multiplicateurs 


comme ii resuke des proprietes fondamentales de la fonction H; 
elle admet comme poles les points a et b et les points homologues. 
Construisons F element simple correspondant 


A ? 0 = — 


H'(o)H(u-*) . 
H(a)H(u) 


en choisissant A et a de facon que cette fonction admette les raemes 
mulliplicateurs p et p'. II suffit de prendre 

/ = o, a = — (a 4- A); 


Pelement simple est done 

j.. . HYo)H(w -4- ££-+-$) 

H(a-+- fl)H(tt) 

Les residus de la fonction a decomposer F(^), relatifs aux deux 
poles non homologues a et 6, sont 

a . H»(q) __ HjW 

H'(o) H(a -6)’ “ H'(o) H(6 — </) * 

pour les oblenir, il suffit de chercher leslimites des deux produits 
( a — a)F(w) et (u — b) F [u) pour u = a et u = b. 

La formule de decomposition est done 

F(k)= A /(a — a) + B/(M- b), 
ou, en ecrivant tous les termes explicitement 

H»(b) 

H(w — a) E(u — b) 

_ i [ma)E(u^b) W(b)H(ii + a)~] 

H(a + b)E{a — b) [ — -a) ll(u-b) 

207. C as des pdles multiples. — Le meme raisonnement nous 
donnera la formule dans le cas des poles multiples. Supposons que 
la fonction F (u) aux multiplicateurs non speciaux p et p' ad- 



FONCTIOXS A M L LT I PL I C A T E U R S CONSTANTS. 3> 

metle comme poles les points a, b, . I non et 

supposons que les pa.ties principales relatives a ces pG!es soient 
respectivement 


_ A 

A, 

A, 

A,_, 

‘ * ' a — a 

■ u — a r ’ 

f u — a y ~ * ‘ 

a — a j * 

B 

u I — -i. . 

B, 

b 2 

B?-i 

‘ u — b 

I- 

1 

**> 

* a — b i- 

i It — b •? 


Sj I’on designe par/',/', . . . les derivees successives de/Vu la 
difference ' ' 

>r ( u i = F < a i - [A /( a — « y - A, / ' « - a , _ Ai / -( M _ a , 

1 12-1 TT t^a’— 1 f 1 " ~ « '] 

— [b f\ u — b } — B! f\u — b) -r- — u — b \ 

L 1.2 

/ . o ^ 3—1 1 

est encore identiquenient nulle : en effet, dans le voisinage de 
a = a par exemple, on a 

J(u — a) = — - 4 - fonction reguliere, 

f\u — a)—~ - 4 - fonction reguliere, 

(u — a ) 1 0 5 

t I * !2 

/"( u — ci ) = : — - fonction reguliere, 

(ii — ay ° 5 

y(a- 0 ( M _ a ) = (_ j)a-i — — ^ [ ) - 4 - fonction reguliere. 

Done 

A. f{u- a)— Aj/'O — a)-+- f"(u — a') + ... 

■+■ ^ ~ ~ — - — a ^ — a)== 'fi( m)H- fonction reguliere. 


A. ET L. 
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Comme dans le voisinage de u — a , on a aussi, par hypothese, 
F(u) = fonction reguliere; 

on voit que W(u) est reguliere au point a ; il en est de raeme des 
autres points b , . . . , let des points homologues. Cette difference 
\jr( w ) est done une fonction aux multiplicateurs non specianx p. 
et u/ riayant plus ciucun pole a distance finie . Comme une telle 
fonction ne peut pas exister (n° 203), W(zj) est identiqnement 
nulle etl’on a la formule de decomposition 


j F ( W ' ) = 2 /(> — «) — Aif(u— a)~h. 


i . 2 . . . a — i 


/(«-«( a) 


la somrae etant etendue a tous les poles non homologues. 

Reciproquement, toute expression de cette forme, dans laquelle 
les coefficients A,A i5 ...,A a _,, ... sont choisis arbitrairement, est 
une fonction aux multiplicateurs p. et p/. 

On voit l’analogie de cette formule avec celle que M. Hermite a 
donnee pour les fonctions elliptiques et que nous avons ctablie 
au n° 26 parun raisonnemenl presque idenlique. 


Example . — Prenons, par exemple, la fonction ( 17 ) de la 
page 335, en y faisant b = < 2 , 


V{u) = 


H 2 (*£ — a) 


Cette fonction admet les multiplicateux-s 

_ ' 2/7ta 

jj, = i, n' = e w 


elle a comme unique pole double le point u — a et les points ho- 
mologues. Dans le voisinage du point u — a, on a, par la formule 
de Taylor, 

H(«)=H(a)+(a-«)H'(a) + ..., 

H( w a) = (u a) H'(o)-h --- ^ ^ H w (o) -4- . . . f 
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car H(u'j etant impaire. H(o), IFi'o) son! n idles. Done 

H; u ) _ 1 1 1 a j — ( u — a > H < a -s- . . , 

H(m — aj~~ i n — a) H o; . >11 — a - 


( u — a \ II' =0) 


(3 II o ) 

[ H a \ -r-i u — a j H'( a ) — . . . ]. 


En elevant an carre, on a enfin 


H- ( u ) 


1 H-(a') 


II (a) Win) 


H\u — a) ( u — a)- H-(o ) ‘ i u — a) H' 2 (oj 


les Lermes non ecrits formant une fonction reguliere au point a. 
On a ainsi mis en evidence la partie principale de F(w) an pole a. 
L’element simple avec les multiplicateurs ;jl et p/ est actaellement 


/(“) = 


H'i o) H ( a - 4 - in » 
Hi ‘i a « H i a ■ 


La formule de decomposition est enfin 

t?, , ->.H( a) H r ( a ) II- \ a) „ . 

F (“) = — hv 0> - f{ 11 ~ a) ~ TT-rr; f\ u •“ <*)' 


H’-i; o i • 


208. Methode de M. Hermite. — Pour etablir la formule de de- 
composition, nous avons suivi one marche analogue a celle que 
nous avons employee pour les fonctions elliptiques (n os 24 et 26). 
M. Hermite etablit cette formule par la methode suivante, que nous 
indiquons a titre d’exercice : 

Soit F(&) une fonction aux multiplicateurs non speciaux p. 
et pd; designons par v une variable auxiliaire et considerons la 
fonction de p 

*00=F(p)/(tt-*). 

Cette fonction est doublement pe/'iodique : car, si Ton augmente r 
de Tune des periodes, F(p) se reproduit multiplie par p. 011 yJ et 

f(u — r) multiplie par - on — done le produit <£(p) ne change 

[j. p. 

pas. La fonction 3>(p) est done une fonction eliiptique. En ecrivant 
que la somme des residus de <£(p) relatifs aux poles situes dans un 
parallelogramme ou, ce qui revient au meme, relatifs aux poles 
non homologues, est nulle (n° 25), on obtiendra la formule 
cliercbee. 
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Les infinis de $(p) sont les infinis des deux facteurs F(c>) 
et f(u — (?) : les infinis de F(V) sont homologues des points 

a , 6, • • •> 

ceux de /(iz — (?) sont homologues du point a. Supposons, pour 
simplifier, les poles de F(*>) simples et soient A, B, . . . , L les re- 
sidus de F correspondant aux poles a, b, Les residus de 

$((?), relatifs a ces poles, sont 

A f(u-a), Bf(a — b ), Lf(u-l). 

Le residu de $(p) relatif au pole 0 = u est 

— F(m). 

Ecrivant que la sonnne de ces residus est nulle, on a bien la 
f ormule cherchee. 

Nous laissons au lecteur le soin d’appliquer la meme methode 
au cas des poles multiples. 

209. Multiplicateurs speciaux. — Dans ce qui precede, nous 
avons ecarte le cas ou les multiplicateurs p. et a 7 verifieraient, pour 
des determinations convenables de Logo, et Logp/, la relation 

to Log (j.' — to' Log »JL = o. 

Supposons maintenant cette relation remplie : i.l exisle alors une 
exponentielle de la forme 

e ln 

admettant ces deux multiplicateurs, car les deux equations 

jj. = p/ — gSXto' 

donnent pour 1 des valeurs compatibles. Cette fonction 

e \u 

est une fonction n’ayant aucun pole a distance finie. L'element 
simple appele f(u) n’existe plus dans ce cas, car la constanle a est 
homologue du point o. Done ies formules de decomposition ge- 
nerate ne s’appliquent pas a ce cas. 

Mais, actuellenient, toute fonction F (u) aux multiplicateurs 



speciaux ut ei a peui s ecu re 


F ( a ) = e fU <t>i u i? 

<£( [in etant une fonction elliptique. I! suffira de decomposer cefle 
fonction en elements simples par les formules des n os 24 

et 26, et il en resultera une formule donnant F(w). Par example, 
supposons que F(z^) ait seulement des poles simples Fomologues 
des points 

a, h , 


les residus relatifs aux points a 7 b : etant 

A, B, ..., L. 

La fonction elliptique 

<£(w)= e~ /M F (u) 

adrnet les memes poles avec les residus 

e~ ha A , e~>' b B , .... e~ iJ L . 

On a done, d'apres la formule (3i) du n° 24, 

<t> ( u ) = C 0 -T- e- Ka AZ(u- a) -h e~ Ab B Z (a — b)- f- . . . -r- e~ tJ L Z (u — l ) ; 

en outre, la somme des residus de la'fonction elliptique etant 
nulle, on a, entre les poles et les residus de F, la relation 

(19) ke-^-h + . . .-4- Le~ /J = o. 

Revenanl a la fonction donnee F par la formule 

F( u) — e^ u $(u), 

on a enfin la formule 


F ( u ) = G 0 -+- A Z ( u — a ) 

-4- B e^ u ~ b) L (u — b ) -h . . .-4- L e^ [u ~ l) Z (u — 1 ). 

On pourrait done prendre actuellement comrae element simple la 
fonction 

<p(a) = e^ u Z (u) 

et ecrire 

F(M)=C 0 e k +Aiji(K-fl)+B({i(B-6) + ...+ Lo(tt~/) : 
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II est important de remarquer que, si les multiplicateurs sont 
speciaux, les residus ne peuvent plus etre clioisis arbitrairemeni : 
ils sont lies aux poles correspondants par line relation, qui a la 
forme (19) quand tous les poles sont simples. 

DI. — Equation de Lame. Equations de M. Picard. 

210 . Equation de Lame. — Une application des plus impor- 
tantes des fonctions doublement periodiques de seconde espece, 
ou fonctions a multiplicateurs constants, est l’integration d’une 
classe d’equations differentielles lineaires et homogenes ajant 
pour coefficients des fonctions elliptiques. 

La premiere equation de ce genre a ete consideree par Lame a 
propos de Pequilibre des temperatures dans un ellipsoi'de homo- 
gene. Cette equation, appelee equation de Lame , a d’abord ete 
prise par Lame sous la forme 

“gST = sn* x -t-h]y, 

k etant le module, 11 un entier et h une constante. Lame s’est 
borne a integrer cette Equation poui * des valeurs particulieres 
de h choisies de telle facon que [’equation admette une solution 
qui soil un polynome entier en sn#, ouunpolynome entier en sn^tr 
multiplie par l un des trois facteurs cnx, dtix ou cn^dn^r. 

Par exemple, quand 11 = 1, l’equation 

= ( 2 * 2 sn 2 a?H- h)y, 

admet la solution 

y = sn#, 

pour h zzz ( 1 — 1~ k ~ ) , et la solution 

y = c acc, 

pour h = — 1 . 

M. Hermite, se plagant dans le cas g^ndral ou h est quelconque, 
a montre que 1 Equation de Lame peut toujours etre integr<§e et 
que son integrale general e est de la forme 

y = GF(^)+G r F(— x), 
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F(^) etant une fonction a multiplicateurs constants, C et C’ deux 
constantes arbitrages. 


2H . Forme de Fequation de Lame dansles notations de M.Weier- 
strass. — SI dans Inequation 

i cl - v 

y ~dx^ = ntn — i;/c- sn-.r — h. 
oa fait le changement de variable 



A 


a designant la nouvelle variable et a une constante. et si Ton se 
reporte a la formule 



A 


I’ equation devient 

I ^121— ci( n -T- 1 ) t ^ 

y du 2 “ . a u 
J l' 2 sn 2 -r- 

A 


Introduisons maintenant la fonction pu par la formule ^n° 97) 


i 


1- sn 2 


a 

A 


= p(w[2o>, 



nous obtenons Fequation 


I 

y du 2 


n(n -j- 1) pM. -t- 1-, 


ou l est une constante. C’est la la forme de Fequation de Lame 
dans la notation de M. Weierstrass, telle que nous Favons ren- 
contree au n° 194. 


212. Integration de Feqnation de Lame pour n — i. — Nous 
allons exposer ]a methode de M. Hermite pour le cas de n = i, 
qui, d’apres les recherclies de M. Hermite, sc presen te dans Fetude 
des mouvements a la Poinsot. Nous raltacherons ensuite le cas 
ou n est un entier quelconque a un theoreme de M. Picard. 
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L’equation de Lame, pour n = i , peut s’ecrire 
( 20 ) 

Essayons de la verifier par la fonction a multiplicateurs constants 

rr 


i d 2 y 7 

l. 

y du* 




tin 


a et \ designant des constantes. Nous avons, en prenant lcs de- 
rivees logarithmiques des deux membres 

— — = t(u-ha)— Zu-hl, 
fi du 

et en derivant de nouveau 


j_ —l— 

yi die- \ 7 i du 


2 

= J>« — p(u + a). 


Mais d’apres la formule d'addition pour 'Q u (n° 44) la valeur de 

i dy\ A , , « 

peut s ecrire 

Ji du 1 

y i du 2 p w — p a 


pais, d’apres la deuxieme formule d’addition pour pu. (n° 45), 
on a 


p( M -+-a) = 


i 

4 


f p'u — p'a \ 
\pu~pa ) 


— pu 


-pa. 


On a done enfin 


JL d lll 

y x du 2 


2pzi 4- pa — 
H- ( "Qa + 1 H- 


i / p’u — p'a y 
4 \ pu~pa / 

1 P'u-p'« \* 

2 pu — pa ) ’ 


Pour que le second membre devienne egal a 2 pu-\- l, on voit 
qa’il suffit de faire 

pa = l, — 


Ainsi liquation ( 20 ) admet la solution 


yi 


cf(u-+-a) y 
= — e~< a 


Xu 
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a condition qne la constante a soil determinee par Fequation 
(ai) pa = l. 

Comme 1 equation differentielle ne change pas qnand on change 
u en — u : elle admet egalement la deuxieme solution 


r-2 = 


Hu — a) 


- e u •= 


qui s’obtient aussi en changeant le signe de a : ce qui est evident 
d’apres Fequation (21) dont le premier membre est une fonction 
paire de a. 

L’equation de Lame pour n = i admet done Fintegrale generate 


v = C I 


H u -f- a) 


C, 


fin — a) 




Gj et Go designant deux constantes arbitraires. 


213 . Equations de M. Picard. — L’equation de Lame rentre 
dans une classe d'equations differentielles lineaires et homogenes 
qui peuvent etre integrees a Faide des fonctions a multiplicateurs 
constants, comme l’a montre M. Picard ( Comptes rendus , 1880, 
i er semestre. 

Soit une equation lineaire d'ordre n de la forme 


d :t y 

dx n ~ 


■/«(*) 


dx *~ * ' /2( ' dx«-'- ■ 


+fn{x)y 


O, 


dontles coefficients • • •? fn( x ) sont des fonctions 
elliptiques aux memes periodes 210 et 2 of; supposons en outre 
que l’on sache que Fintegrale generale est uniforme en x et mad- 
mette pas d’autres singularites que des poles a distance finie. 

Dans ces conditions, Fequation est integrable a Faide de fonc- 
tions a multiplicateurs constants. 

Pour le demontrer, supposons Fequation du troisieme ordre 

(m) 

Le raisonnement que nous allons employer s’appliquera a une 
equation d’un ordre quelconque. 
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Le point de depart est clans ce fait qne cjuatre solutions quel- 
conquest,, y 2 , r 3 , y\ de Pequation du troisieme ordre (22) sont 
liees par une relation lineaire et homogene a coefficients constants 
de la forme 

filJKiH- GoJKoH- CsJKsH" C,vjKi= 0. 

Soit alors 

JKi= <p(a?) 

une integrale de Pequation : par hypothese, c’est une fonction 
uniforme de x. Comme Pequation different! elle ne change pas 
quand on change x en x 4- 2 to, elle admet aussi les integrales 

y 3 = cp(x 4 - 4 w)i yt = H- 610). 

Entre ces qnatre fonctions a lieu, quel quc soit x : one relation 
de la forme 

(23) Cl cp(^)-h C 2 «p(a? 4- 2 to ) -+- C 3 cp(a? 4- 4 w)4- G.V cp (.27 4- 610 ) = 0 . 

En supposant C* different de zero et divisant par C /( , on a 

( 24 ) 0 ( 2 ? 4 - 6u>) = cp(a?)4- c 2 cp(# 4- 2 to) 4 - c 3 cp(# 4- 4<u), 

Oi, c 2 , o 3 designant des constantes determinees. Considerons alors 
la fonction 

(25) <5(a?) = X t cp (a?) 4- X 2 cp (a? 4 - 2 to) 4 * X 3 9 (a? -4 4^), 

ou X, , X 2 , 5 v 3 sont des constantes arbitrages. Cette fonction est 
une integrale de Pequation : nous allons montrer que Pon peut 
determiner les rapports de ces constantes \ de telle facon que 

(26) <};(37 4- 2to) — jji c|;(a?), 

p. etant une constante convenablement choisie. En effet cette der- 
niere relation s’^crit, en vertu des prececlentes (24) et (a5) 

Xi cp (x 4- 2 to) 4 - X 2 © (.27 4- 4 to) 4 - X 3 [ci a (x)-h c 2 cp (a? 4- 2 to) 4- c 3 <p (a? -4 4 to)] 
= H-[Xi cp (a?) 4- X 2 9(^7 4- 2 to) 4- X 3 cp (07 4- 4 to)]; 

d’ou, en egalantles coefficients de y(x), cp(x 4- 2 to), cp(^ 4- 4 to), 

/ pXi — c 1 X 3 =o, 

< — Xi-hpXo — c 2 X 3 = o, 


(27) 
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L’elimination de A 2) a 3 entre ces equations donne. poor de- 
terminer u, l’equation du troisieme degre 

(28) il z — c 3 ;j.' 2 — — ci— o. 

Apres que Ton aura pris pour u. une racine de cette equation, 
on tirera des equations (27) devenues compatibles les rapports de 
deux des quantiles ) M , a 2> A3 a la troisieme, et Ton aura ainsi une 
integrale ^ (x) telle que 

4 - 2o>) = a &(#). 

En partant maintenant de cette integrale, comme nous sommes 
partis de o (#), on montrera que Ton pent determiner des coeffi- 
cients constants a' , >4, a' 3 de telle facon que Fintegrale 

F(x) — Xi»!/(rr)-r- a 2 6(a? 4- 2a>')4- A3 >U[x — 4^0 

verifie une relation de la forme 

F(«r -+- 20/; = ixF(x). 

D’ailleurs cette fonction F(jr) verifie evidemment la relation 
F(a? -1- 20))= a F(#), 

puisqu’elle est une somme de trois fonetions A qui la verifient se- 
parement. 

On a done demontre que i’equation possede ait mains une 
integrale F(x) admettant deux multiplicateurs constants. Suppo- 
sons cette integrale trouvee : alors, conformement a la theorie ge- 
nerale des equations lineaires, on fera le ehangement de fonction 

y=n*)f*d*, 

3 etant la nouvelle fonction inconnue. Cette fonction z verifie une 
equation du second ordre 

09 = 

dontles coefficients sont doublement periodiques , comme formes 
rationnellement avec les fonetions fz( x ) sont dou- 
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blement periodiques et les quotients 

F'O) F"(x) 

F(x)’ F (a?) 9 

qui le sont egalement. En outre, l’integrale generale y de liqua- 
tion donnee etant supposee etre uniforme et n’avoir que des poles 
a distance finie, la nouvelle fonction 



possede les memes proprietes. L’equation differentielle en z 
possede done les proprietes caraeteristiques des equations de 
M. Picard : elle admet au moins une integrale qui est une fonc- 
tion a multiplicateurs constauts. On l’abaissera par le meme pro- 
cede a une equation du premier ordre qui s’integrera par une 
fonction a multiplicateurs constants. 

Remarque. — Nous avons suppose, dans notre l'aisonnement, 
C/, different de zero. Si C 4 etait nul (equation 23), on aurait 

Ci o(a?)H- C 2 cp(57 -b 2u>) 4- C3 <p(# 4 - 4 ^) = 0. 

Alors on supposerait C 3 different de zero et l’on aurait 

tp(a? ■+• 4 <o) = Ci tp(a?) 4 - c 2 <p(a? 4- 210); 

on poserait 

^(57)= Xi Cp (#)-+* lo “F 20J ) 

et on determinerait le rapport^- par la condition 
<|/(a?+aa»)= [i 

p. designant une constante. Les conclusions sont done les memes. 

Le cadre de cet Ouvrage ne nous permet pas d’entrer dans le 
detail des divers cas qui peuvent se presenter. Nous renverrons le 
lecteur aux Memoires de M. Picard ( Journal de C re lie } t. 90) et 
de M. Floquet {Annales de VEcole Normale, 3 e serie, 1. 1, 1 884 )• 

214. Retour adequation de Lam6. — Prenons comme exemple 
Tequation de Lamd 


1 
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ou. a est un entier que Ton pent toujours supposer positif. \ ear 
l'eqnation ne change pas par le changcment <Je n en — a — i .. II 
resulte des theoremes sur les equations lineaires elaLlis par 
M. Fuchs ( 1 ) que cette equation a, quel que soil L line integrate 
generate uniforme ne possedant d'autres singularity que des poles 
a distance fioie . On pent done a f firmer, d'apres le iheoivme de 
M. Picard, que eette equation est integrable a l'aide des fonctions 
a multiplicateurs constants. \ ovons quels seront les poles de ces 
fonctions et leur ordre de multiplicity 

Soit u = a un pole, d’ordre a, d’une integrate r : on a, dans le 
voisinage de ce point, 

y = G(a — <2.)-2[r — — a)-s- A 2 i, a — a )- — . . .], 

C, A 1? .-Vo designant des constantes. On en conclut 

i_ dy _ a Aj — aA 2 f u — a i — . . . 
y da a — a i — Aj i a — a j -r . . . * 


on, en developpant le second rapport suivant les puissances de 


u — a, 


1 dy 

y da 


h A. ~ Bi (' a — a ) ~ . 

u — a 


Differentions par rapport a u ; il vient 


i d-y / i dyy_ q 
y da- da) ~~ (a — a )- 


et, en remplacant^ ~~ par sa valeur, 


i d-y a(q-i-i) 2aA, 

y da - (u — a )' 1 a — a 

D’apres Tequation de Lame, ceci doit etre egal a 

n(n — i)j>u -f- /. 


Oomme les seuls poles de pu sont o et les points homologues, 
a doit etre egal a o ou homologue de o. Comme la partie prin- 


(*) Journal de Crelle , t. 66 , p. 121. 
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cipale de pu dans le voisinage d’nn de ses poles est 


on doit avoir 


( u — ay 
a(a -+- 1) = n(n -f- 1), aAj = o. 

La premiere relation exige, puisque a et n sont positifs, 


H la seconde 


cL — n 
Aj = o. 


Ainsi une integrals quelconque de i’equation de Lame admet, 
comme seals poles, les points homologues de o : tous ces pdles 
sont d’ordre /?. Nous savons d’autre part que Pequation de Lame 
admet au moins une integrale y K qui est une fonction a multipli- 
cateurs constants. D’apres la formule (8) du n° 202, qui donne 
une fonction a multiplicateurs conslants comme le quotient de 
deux produits de fonctions H mettant en evidence les poles et 
les zeros, cette integrale y { est necessairement de la forme 


y i = 


. H(a? a t ) H(a? -h a- 2 ). . Al(x - 4 - a n ) 
A e / '“ t 77 — ; 

H«(#) 


oa, avec les notations de M. Weierstrass, 

_ a 2 ).. a n ) 


II reste a determiner les constantes 


Cl i , CI -2j • * * j Ct/i, X, 

de fagon que cette fonction verifie 1’equalion de Lamd; c’est ce 
que Ton fera par un calcul analogue a celui que nous avons de- 
veloppe (n° 212) pour le cas simple de n = i . 

L’equation admettra une deuxieme inlegrale, y 2 d6duite de y K 
par le changement de x en — x. On retrouve ainsi les resultals 
de M. Hermite. 



CHAPITRE XII. 

FOXCTIOXS A MULTIPLICATEUR5 EXPOXEXTIELS OU FOXGTIOXS 
DOUBLE.MEXT PfiRIODIQUES DE TROISIEME ESPECE. 


21 o. Definition. — M. Hermite a appele fonction doablement 
periodique de troisieme espece une fonction uniforme n'ad- 
mettanl d’autres singularites que des poles a distance finie et 
verifiant deux equations de la forme 

o ( x — i to i = e zx ^ b ^{x'u 
r j(x -f- 2tu f )== e a ’ x - b ' z(x j, 


(0 


a, b , ci!, V designant des constantes. Lesfacleurs e ax + b et e a,J -"^ b \ 
par lesquels la fonction est multipliee quand Fargument croit 
d’une periode, sont les multiplied tears de la fonction : ces mul- 
tiplicateurs sont actuellement des exponentielles lineaires en x . 
L’etude de ces fonctions a ete faite par M. Hermite ( Comptes 
rendus, 1 86 1 et 1862; Journal de Crelle , t. 100) ; par M. Biehler 
( These de Doctorat , 1879) et par M. Appell ( Annales de VEcole 
Nor male, 3 e serie, t. I, II, III et V). Des exemples simples de ce 
genre de fonctions sont foumis immediatement par les fonctions 
d, H ? 0, .... D’une maniere generate, la fonction 


( 2 ) 


v(x)= 


l\(x — hi ) II (x — b- 2 ) 
H(ar — a i ) H (x — a*) 


.ll(x— b p ) 
. JH ( X Cl q ) 


ou le nombre p des fonctions H au numerateur est different du 
nombre <7 des memes fonctions au denominateur, est une fonction 
doublement periodique de troisieme espece. Nous verrons plus 
loin que, reciproquement, toute fonction doublement periodique 
de troisieme espece peut etre mise sous cette forme. Nous donne- 
rons encore deux expressions principales de ces fonctions : Tune, 
par un quotient tel que ( 2 ) de deux produits de fonction H, 
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mettant en evidence les zeros et les poles; F autre, par une somme 
d’elements simples, mettant en evidence les poles et les parties 
principales correspondantes. 

216. Simplification des relations que verifie une fonction a mul- 
tiplicateurs exponentiels. — Soit une fonction o(x) telle que 

©(# -T- 2to ) = e axJrb v(x), 
o(x-h '2 CO ' ) = t a ' x + b ' ©(#). 

Posons, en designant par \ et p. des constantes, 

/(#) = cp('p). 


On peut toujours determiner \ et u de fagon que f(x) admette la 
periode 2 to, c’est-a-dire ne change pas de valeur quand x croit 
de 2 to. En effet on a 


J{ X 4- 2 (Q ) 

A*) 


= eOvC0X4-4Xco a +-2txc»)-H-«a:-i-6 ? 


et pour rendre cette exponentielle dgale a i , il suflit de deter- 
miner \ et [a par les deux equations du premier degre 

(3) 4 Xc.o = — a, 4 Xa> 2 -i- *2 tju o——b. 


La fonction f(x) verifie alors deux relations de la forme 

\ /(a? -+-2W) =/(a?), 

( J(oc 2 (o')= f(x), 


A et B designant deux constantes dont la premiere a pour valeui 


A = 4^o'-h a’ - 


to a' — a to' 


Comme la fonction/(.r) admet la periode a to, les deux membres 
de la seconde relation (4) ne doivent pas changer quand x croit 
de 2 to : on a done 

fi* Aw =i, aAu>= — aNiui, 

N designant un entier positif ou negatif. Les relations (4) s’e- 



f x ~ :ifj > =/\X - 

-^~X— -li , 

J x — 9:0 — e ° J j x . 


Si lender X etait nul la function f x , 5 e rail une function aux 
multi plicateurs constants 1 et e I: , fo net ions quo nous venons dV~ 
tudier. Xous s:r ;-os:-:^:.s done X" di fit* rent de zero. Dans cette 
hypolhese, on pent encore simplifier im pen les relations ei~ 
dessus, en prenant comme nouveile variable 


et posant 


u — x — 


Bw 

Xff. 


,/ . B W \ 


Cette fonction F(«) verifie aiors les deux relations 
1' F ( 11 -T- *2 co j = F ( it <, 

(5) ^ Sir.a 

( F i u — •> bi ' ) — e Ft w ». 

G : est a cette forme simple cjue nous supposerons toujours que Fori 
ail ramene les deux relations vendees par une fonction double- 
ment periodique de troisieme espece. 


217. Exemple du cas N = r. — La fonction 

7ZU i 7 :/// 

(6) E(u)= Hi(u ) =— y.- e 2w H (u—a>) 

\q V C 1 

est une fonction reguliere en tons les points a distance finie 011 
ce que Ton appelle encore une fonction entiere de u, car elle se 
comporte comme un polynome en tous les points a distance finie. 
D’apres les proprietes de la fonction H i} on a 

Hi ( u -f- 2, co ) = — Hj ( it), 

i% , 

Hi(w -4- 20} r )= e w ~ i ” W, H 1 (n); 

ce sont les formules du n° 76, oil nous ecrivons ato et 20 f au lieu 
de 2K et 21K 1 . II en resulte que la fonction E(z/) verifie les rela- 
A. ET L. 



( 7 ) 


E(^^ -+- 2 (jo) = E(u), 

i%n 

E(M-r-2C0 / )=e w E(m), 

relations de la forme (5) ouN=i. Cette fonction entiere E (u) 
est partout finie; elle a les memes zeros que H< ( zi), a savoir : le 
point a = w et les points homologues; il y a nn et un sent de ces 
zeros dans cliaque parallelogramme des periodes. 

Nous avons donne pour H, (u) la serie suivante (p. 1 15) 

Hj(k)= ^ q 4 e 2 “ 

n =- — oo 

La fonction JL(u) est done donnee par la serie 

n 50 (n-hl)i'KH 

E («) = qnin-hl) e to ? 

n — — co 


on encore, en changeant n en a — i, 


e (« j = 2 ?" 


in— 1) p to 


J. — DEC03IP0SITION EN FACTEURS. CONSEQUENCES. 

218. Premiere expression d’un© fonction doublement p^riodiqne 
de froisieme espece. — Soit une fonction F (it) verifiant les rela- 
tions 

f F(u-h 2to) = F (u), 

( 8 ) j N i % u 

( F(u -+- 2 oj') = e w F (u), 

ou N est un entier positif on negatif. Si nous elevons a la puis- 
sance N la fonction TL(u) du numero precedent, nous obtiendrons 
une fonction 

&(u), 

verifiant les deux relations 

E n (zh-2(o) = E n (k), 

N / 7T It 

E s (bh-jw')=« ~^~~E n O). 
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D’apres cela le quotient 


<I>; 


F it 


est one fonction elliptique . On a en eflet 

i’ ZZ — 2 CO l = <I> ■ ZZ . ZZ *> '•/ , r- <’> . . 

Cette fonction ellintiqne O a, dans im paralldlogramme des pe- 
riodes, autant de zeros que ue poles; on pent iV-crire f n° -ifF 


&< u ! = A 


H i' zz — b : \lh it — b . 2 ... I! zz — •' 

II i_ zz — _i H it — a ., ? . . . fi > it — a r . ’ 


sous la condition 

uoi ai~ ct-i-r- a v = b . 2 ~. . .— 

De cette premiere expression de la fonction Fun sous la 
forme 

F i u) = E N ( zz j <In zz ), 


on conclut immedialement les resultats suivants. Nous distingue- 
rons deux cas : i° Fen tier N est positif; a r * Fen tier ZV est negatif. 


3'] 9. Cas de N positif. — Si nous posons N = rn, m positif, le 
facteur E m (u) est une fonction ne devenant pas infinie et admettant 
comme zeros d’ordre m le point to et les points homologues. On 
a alors, en remplacant E(w) par son expression (6), 


(”) 


in iz rti 

F ( zz) = B e 


ll nt (u — to ) H ( u — b t ) H (u — L± ). . . II ( u — b r ) 
II ( u — a i ) H ( it — a. x ) . . . II ( u — a,. ) 


11 peut sefaire, dans cette expression, que certains des points a t: 
cn, • • • coincident avec to on soient homologues de to : il j aurait 
alors des redactions evidentes. Mais, dans tons les cas, en 
comptant cliaque zero et cliaque pole avec son degre de multipli- 
cite, on a le theoreme suivant : 

Si N estegala un en tier positif ??i : la fonction F(«) a, clans 
un par allelo gramme des periocles , m zeros de plus que de 
poles . La somme de ces zeros, diminuee de la somme de ces 
infinis, est congrue a /?zco. La premiere partie de ce theoreme 
est evidente d’apres la formule (n); quant a la deuxieme, la 
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somme des zeros, diminuee de la somme des infinis, est congruea 

71UA -h b \ -+- -T- • ♦ • H- b r — CL\ — Cl-2 • • • 

e’est-a-dire a mto d’apres la relation (io). 

Reciproqnement, soient , cu, . . a r ; [3 1? (3 2 , . . $ r +m des 
constantes verifiant la relation 


Pi 


' • •'+' p/H-m a l ' 


- a<» - 


• a r = 771 w, 


la fonction 

F(«) — Be - H ( a — a t ) . . . H (u — a r ) 


est nne fonction verifiant les relations 

m TC f/i 

F(m-H 2C0) = F(m), F(m + 2w')=C a) F(w), 
comme il resulte cles proprietes de la fonction II. 

_ m u i 

Fonctions entieres admettant les muliipUcateurs i ete w . 
— Quand N est egal a un entier positif m, nous venous de voir 
que la fonction F a m zeros de plus que de pdles : il peut se faire 
qu’elle n’ait pas de poles du tout : alors c’est tine fonction cntierc 
C(«) ayant dans un parallelogramme m zeros 

Pi 5 Ps> * • • 5 Pm 5 

ces fonctions particulieres out pour expressions 

m 7T ui 

(£(u) = Be 2W H (u— Pi) II ( u — p 2 ). . .II(z4 — p m ), 


avec la condition 

P l P 2 ~ t - • • • H— P m = m ^ • 


Onvoit que la fonction entierela plus gene rale, verifiant les deux 
relations 


f j) =z<B(u), 

(12) l _ m 7 C /// 

( (S(it + 2w')=e w 


depend de m constantes arbitrages B, [3 1? (1 2 , : elle est 

determinee, a unfacteur constant pres B, quand on connait ( m — 1 ) 
de ces zeros. Nous allons montrer que la fonction entiere la plus 
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generate verifiant les relations u :tj pent s'exnrimer on function 
line a ire et homo gene de m tone lions s;\ A.-s verifiant ies m fuses 
relations. Pour cel a. remarquons que touie function. entifre ad- 
niettant la periode 2« pent etre represent fe par one sfrie de la 
forme 


€ •. u } — 


n =z — x 


V A, 



n t: a: 


€ 0} . 


dont cliaque terme admet la periode a on En design ant ton] ours 

T.hY i 

par q la quantile e w . on a 

<£ < u 2 <£>' } = A ... g 2 e w , 




Ta, 


D’apres la seconde des relations ( 12 ) ces deux series do i vent etre 
identiques. En egalant dans ces series les coefficients des memes 

rr. in 

puissances de e w , on a 

<14) -W m =A n q~ n i «> = o. ==i,~a, ..... 

D’apres cette relation unique entre les coefficients, on volt que 
1’on peut prendre arbitrairement A 0 , A 1? . . A m _ { et determiner 
ensuite tous les coefficients. 

Ainsi en faisant successivement 71 = 0 , n = n = 2 m, . . . . 
n = (v — i)/?z, on a 

A. m — A 0j Ag/rt = A#* • • •: A v m = A • v _ ^ l,m J 

d’ou, en multipliant, 

<io) A vm = A 0 ^ {v ' 1)w ; 

en faisant de meme, dans (i4), n= — in, n——zm : 
n . p.m et multipliant, on verifiera que la formule (i5) subsiste 
pour v negatif. Tous les coefficients A ym sont ainsi exprimes a 
1’aide de A 0 * Par un calcul semblable on exprime tons les coeffi- 
cients A vm+1 en fonction de A<, A VTO +2 en fonction de A 2 , , 
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A V7W+jre __ 4 en fonction de On trouve 

A V m+l= Aj^v-Um+Sv, 

* j 

A V /«+p= A 2 gr vlv - 1, " l+2 P v , 



\ , — A /y V (V — 1 ) //1-+-2 ( til — I ) V 

■ri-vm-h/n— 1 — A m — 1 C J 

En portant ces valeurs dans le developpement de la fonction en- 
tiere (£(«), on trouve qu’il prend la forme suivante 


® ( u ) — A 0 E 0 (ii)n- Ai Ei(m)-h. . .-7- Ap Ep( A m _i E w _j ( za), 


ou E 0> E 1? ... designent les fonctions entieres suivantes 


(16) 


£.(«*) = ^ q 


v(v— l)m r> a) 


V = — oo 

. V=H-eo 


E,(it) = e“ ^ q 

V = — oo 


V(V-l)/tt+2V g 0) 


E p (k) 


Prc w V _ ^ °° V w 7T 

e <*> % ^rV(V— l)/w+2pvg to ? 

V — — co 


Ainsi, commenous l’avons dit, la fonction entierc la pins gene- 

m 7C id 

rale admettant les multiplicateurs x et e est une fonction 
lin^aire et homogene de m fonctions speciales E 0 , E, , . . E m _ ( . 
L’expression de cette fonction contient m constantes arbitraires 
A 0 , A|, A m _, dont on pent determiner les rapports dc fagon 
que la fonction €(u) admette m — i zeros [3 ( , p,, 
donnes a 1’avance. Ces fonctions E p s’expriment toutes a l’aide dc 
la premiere : on a evidemment 

P'K Tli f 

Ep (*)=«— E 0 (u+^y 

D’ailleurs la fonction E 0 s’exprime aisement par une fonction 
de Jacobi. En effet, reprenons la fonction E(w) construite plus 
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haut (n° 217) avec les periodes aw el aw’ 


E(zz j to , (jj 



i 

vV 


T. HI 

e' 2to II 


i ; « i to, to' 


ou nous meltons en evidence les periodes a vant servi a construire 
la fonction Si dans cette for mule on change w en — , n = p 

v m 1 

se change en q m el la serie du second membre devient precise- 
ment E 0 (u). On a done 


E 0 ( u) = e(u — y to' ) = -r~= e - to II, ( u 

\ . m / l q>» \ ni j 


220. Gas de N negatif. * — Supposons maintenant IS negatif, el 
posons 

X = — m , 

ou m est un entier positif. Lesfonctions a etudier sont alors telles 
que 

F(«-r2W]=F ill), 

m ^ iti 

F ( U -r- 2 (O f ) = e w F ill). 

On conclut immediate ment de ces relations 

i i 


F ( — r* 2 CO J F ( W J 

_ m t: ni 


■ e 


L’inverse 


F^-i-aio'; w F(w) 

1 de la fonction a etudier est done line fonction 


F (u) 


aux multiplicateurs i el e w ( m positif), e’est-a-dire une des 
onctions da numero precedent. L’inverse peat done s'ecrire 




F(«) 


. .Hi u - 



avec la condi lion 


0 , 0 


■ S P+/ , f -ai-a 2 -...-«r= mo). 


La fonction F(w) a done pour expression generate 
F(« ) _ Ce - 


Elle a, dans un parallelogramme des periodes, m poles de plus 
que de zeros, et la difference entre la somme de ces poles et de ces 
zeros est congrue a mw. 

II ne peut done pas exisler de fonclions aux muUiplicateurs i 

m 7T ui 

et e w , n’ayant pas de poles. Mais il en existe qui n’ont pas de 
zeros: ce sont les inverses — des fonclions sans poles du nu- 

J <£ ( ll ) l 

mero precedent. 


II. — Decomposition en elements simples. 


221. Etude de Felement simple. — Designons par x et y deux 
variables independantes, par m un enlier positif, et considerons 
la fonction de x ety definie par la serie 


( ! 7 ) 


yjA*,y) = 


2 CO 


2 


mn'SZyi 

e qtnnin- 1) co t _L_ ( x — y — 2 n of) 

■* 2 CO J 


ou bien 
(18) 




it i 
2 CO 



7n n 7C yi 

q o) qinnin— 1) 


n = — oo 


TTj.T —>•)* 

e w -I- q*- tl 

Ti[x ~y)i 

e w — q~ tl 


Cette serie est convergente pour toules les valeui's de x cl y a 
1’exception de celles qui verifient la condition 

x — y — 2 7i co h- 2 Ji r to' ( n et n r entiers), 


et pour lesquelles un des tenues de la serie devient infini. 

Si Lon considere x comme une constante et y comme valuable, 
la fonction r /m(x 7 y) est une fonction uniforme de y n’ajant a 
distance finie d’autres points singuliers que des poles du premier 


jb I 
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ordre ; a savoir les points 

V = X — 2 11 to — O II to ’ ; 

!e residu relatif aa pole y = x est — i, car le sen! terme de ia 
serie qui devienl infini pour y — x est 


cot — i x — r 

2 to 2 OJ 


Cette fonction ve rifle les deux, relations suivantes, qui s'etablissent 
aisement : 


(19) 


( Ijn < x, y -s- 2 to ) — y ( x. r «. 

j m T.yi 

( ~/m V 00, J-r2w'l=e w ‘/ m X . V ) . 


Cette fonction y m de la variable r admet done les multi pHeateurs 

m t : ri 

i et e 03 : ell e a dans un parallelogramme (m — i ; zeros et un 

pole homologue de x. 

Si Ton considere, an contraire, y com me one constante et x 
comme variable, il se presente des cireonstances entierement 
differentes. La fonction y m (x, y) est alors une fonction uniforme 
de x n’ayant a distance linie d’autres points singuliers que des 
poles du premier ordre, a savoir les points 

x — y — 2 n oj -r- 2 n r to' ; 


le residu de cette fonction relatif an pole x=y est egal a — i. 
Elle verifie d’abord la relation evidente 


(20) x»(® 2to, y) = y), 

puis P equation 

I m'izxi 

j Xm(x-~2U> r ,y) = e w Xm(x,y) 

?n 7 zxi\ 

i-~- E 0 (y) 

• I " 1 — II TC - rt ' 

— — e “ Ei(jr )— ... 

to 

_ . ( m — p ) It xi 

--e “ E s (jr)— •• 

0) 

— — e “ E„,_i (y), 
to 



( 21 ) 
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ou les 1 n fonctions E 0 , E,, . . sont celles qui ont ete de- 
linies plus haut (n° 219). 

Pour demontrer cette relation fondamentale (21), remarquons 
quela serie (18) nous donne 





TT ( x — y ) i 


mn Tzyi 

q to qjmiKn— 1) 


tc ( .y - — y )l ~ 

e to _ q»(n-l) 


ou, en cliangeant n en n -h i , 


7C(.V— J)7 


• _ m(n-)-l)7ryt g to _i_ ^ 


<7 2 " 


Si nous formons alors la difference 


777 7U .W 

Xm(a7 + 2t>>',7)— e “ y), 

nous obtenons une serie qui peut s’ecrire 


( 22 ) 


2 U) JZd 


m 1 72-4-1 )7Zyi 


yrnni/i— 1) 


. (£ -4- U)( U m — t m ) 


t — U 


en posant, pour un moment, 

iz(.y-r) i 

( 2 3) e “ = t, q- a — u. 

En effectuant la division, on a 

( t _i_ j/\( jim tm ) 

v — : — IS L = _ 4- 2 t m ~ l u 2 it^” 2 ti 2 -4- . . . 2 ta fn ~ l u m ) , 


et en substituant dans la serie (22) on voit que cctte serie sc pai'- 
tage en (m-\- 1) series. 

La premiere de ces series est 



m(n-hl) 7 zyi 

q to q?nn[n— 1) £/>2 


c*est-a-dire, d’apres la valeur de 

,71 zzz * 4 " 00 

* mizxi mm: vi 

J — -- — — 

2 d e * 


’ 7/277 (/i — 1) 
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ou enfin 

- 777 TT jri 

— — e “ E,.-' r . 

2(0 - - 

La deuxieme de ces series est de meme 

_ • ^ — 1 rr v/ 

— — y e qmnia—V: (nz—l 


c’est-a-dire 


ou enfin 


— j * m — * 2LI£ ^. v c tunny* 

e w e 40 y- e qm.? '.x-i —2 * 


w — i t: t v* 


Eji'r i 


Ainsi de suite. La (5 — i)*« e de ces series est 


. { m — 0 : t: .vi or: vi 


6 w £ co y q co sjtnniK— l'—S.vo 

Ci) ^ i 


OU 


* tm — 0 t: .ri 


e 63 E 5 (' r). 

CO * ' 

La derniere ou ( //z ]) : * d ' me de ces series est 

'S? q to qmnin—V.—^nm^ 


2 CO 6 


c’est-a-dire 

on enfin 


2 CO XmJ 


m ( n -f- 1 i 7 zyi 

q co qmnin+ll ^ 


- — E„(jk), 

2 CO ^ ' 


comme on le voit en changeant, dans la derniere /i en /i — i . 
Ce calcui demon tre la formal e (21). 

On a ainsi les proprieties fondamentales de 1 ’element simple 

'/m( x , y)- 


222. Decomposition en elements simples dans le cas od N est ne- 
gatif, IN = — m. — - Soil F (u) une fonction aux multiplicateurs 1 

m tt: ui 

et e 03 , m etant positif. Une telle fonction possede an moins m 
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poles dans un parallelogramme des periodes. Supposons qu’elle 
ait r poles simples (r>m) homologues des points 

a , b i I 


et que les residus aux points a, b, . • . , l soient 

A, B, L. 


Ces poles et les residus correspondants sont lies par in relations 
qu’il est aise de former. 

Relations entre les poles et les residus . — Considerons une 
des m fonctions entieres E p (zz) du n° 219 qui admettent les mul- 

m TC rti 

tiplicateurs i et e P . Le produit 

$(«)= F(m)E p (m) 


est une fonction elliptique aux periodes 2to et 2 (o'. En effet, les 
deux facteurs admettent separement la periode 2 to et, quand u 

in 7t id 

croit de 2 to', le premier facteur est multiplie par e w , le dcuxieme 

m TC in 

par e ^ et le produit ne change pas. Cette fonction elliptique 
a les memes poles queF(zz), car le facteur E p (zz) n’a pas de poles. 
Le residu de $(u) an pole u= a est AE p (a), car on a, au voisi- 
nage de u = a , 

A. 

F(k)= h fonction regulierc, 

v u— a 0 5 

E p ( w) = E p ( # ) ( u — a . ) E p ( ct ) — j— . . . j 


d’ou, en multipliant, 
*(«) = 


A E p (a) 
it — a 


fonction rdguliere. 


Les residus de relatifs aux autres poles sont de meme 

BE p ( 6 ), ..., LE p ( 7 ). La somme des residus d’une fonction ellip- 
tique etant nulle, on a la relation 

^4) AEp(a)+ B£p(^) + ... + LEp(/) = o. 

En attribuant a l’indice p les m valeurs 0, 1,2, . . . , m — 1 
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(n° 219;, on oblient a in si in relations necessaires entre les poles 
et ies residus de F . a . 

Decomposition cn elements simples. — Considerons la. diffe- 
rence 

( 25 ) T ( u ) = F i.; a • — A i a — B / m. L ) — . . . — L p, n ■: if. I : 

nous aliens montrer que cette di Iff re nee T est ideniiquement 
nulle . Tout d'abord la fonction Tun ainsi construite admel les 

m 71 ui 

multiplicateurs i et e 63 : on a evidemment 

T (it ~ 2W ! = T u 

car chaque terme du second membre admel la periode at o: voyons 
ce que devient le second membre quand u croit de 2 io f : on a 
d'abord 

to 71 ui 

F m — 2 0 / i — e w F I u 1 = o. 

puis 

?n 7 : n i 

~f m ( u-r- 2 to', a ) — e w -f m 1 u,ct) 

. / m 71 ui ' . to — 171 ui . 71 ui 

z=z — w yE 0 ('< 2 i — — e w E 1 (a )— — e w E m _i <> 

2 0) / ' to CO 

mTlui 

X,„(z*4- 20 /, &) — e~ zr y J n(n, b) 

. / tot: to \ . i to — 1 1 t: ?// . tt to 

=- — V x -f- <T“~ J E„ (6)— — e “ Ei <&) — e “ E m _, i 6 >. 

2 0 ) ' W tO to 


comme il resulte de la relation fondamentale ( 21 ) dans laquelle 
on remplace x par u et y par a, ou 6, . . ou l. D’apres cela la 
difference 

in TU ui 

W(u) — e T(m) 

peut s’ecrire 


20 ) 


w j[AE 0 (a)+BE 0 (6) + ...-rLE 0 (/)], 


_ . ( 7K — 1 ) Tt 77/ 

-—e 5 [AE 1 (a)-rBE,(6) + ...-fLE 1 (0], 

to 


. TT ui 

— — e~“~ [A E,«_i (a)+BE w . 1 (i) + ...+ LE n .,(0]; 
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cette difference est done nulle, puisque chacune des sommes entre 
crochets est nulle en vertu des relations (24) entre les poles et les 
residus. Ainsi la fonction ¥ (u) verifie les deux relations 

( ¥(w-t-2U>) = VF(u), 

(26 ) ] lit ~rc ui 

( h- 2 w') = e w *F(w). 

De plus cette fonction W est finie en tons les points a distance 
finie; elle n’a plus de poles. Par exemple, dans le voisinage de 
11 = a, on a 

F(zO = — — 1- fonction recruliore, 

K ' 11 — a 

y m (u, a)— — {-fonction reguliere. 

ic — a 

etles aatres fonctions %/»(&, b), - • . , l) sont regulieres an 

point a : dans la combinaison dormant disparait, 

et \F(zz) est reguliere an point a . Ellc Pest egalement aux points 
el aux points homologues. En resume, W(w) est line fonc- 
tion sans poles verifiant les relations (26). Mais nous avons vu 
qu’il n’existe pas de fonctions sans poles verifiant ccs rela- 
tions ( n° 220 ) : done W(u) est idenliquement nulle et Ton a la 
formule 

( 27 ) F ( u ) = A y m (u : a) -f- B y, n (a, b)- 1- . . . H- L y m ( u, l ), 

qui est la formule de decomposition cliercliee, mettant en evidence 
les poles deF(>), a , b, . I etles residus A, B, . . L. 

Reciproquement, si a, b, . .., I sont des points arbitrages, non 
homologues deux a deux, et A, B, . . L des constantcs verifiant 
les relations (24), l’expression (27) definit une fonction aux 

m ui 

multiplica teurs 1 et e w admettant comme poles simples les 
points a, 6, ..., I avec les residus A, B, etleurs homologues. 

Remarque . — On obtiendrait cette meme formule de decom- 
position en considerant le produit 

n(p) = F(p)x(> 5 i>), 

comme une fonction de v. Ce produit II(t>) est une fonction ellip- 
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tique aux peri odes 20 ) et 2 w\ car les functions de c. F c = el 
'/m{u« (') out des nvuBiplicfAcurs inverses: ceiie fonclion II c 
admet com me poles les points homologues de 

V = V — b, V — /. r r-r 

avec les residus respectifs 

A y . v , f u, a B y m i a, b 1 L y ^ \ u, l s , — F it : 

l/expression da dernier de ces residus resuhe de ce que y m ‘ u. c . 
regarde comme fonclion de c, admet le pule simple c = u avec le 
residu — 1 (n° 221 F En ecrivant que la somme des residus de la 
fonclion elliptique, relatifs aux poles non homolognes, est nulle. 
on a imniediatement la formule de decomposition ay' . 

Ccis des poles multiples . — Ao u s avons ecrit la formule de 
decomposition et les relations entre les poles et les residus dans 
ie cas des poles simples. Si les poles sont multiples ces formules 
ce generalisent, comme celles que nous avons donnees * n " 26 
et 207) pour les fonctions elliptiques et les fonctions a mukiplica- 
r.enrs constants. Bornons-nous a ccrire ces formules. Supposons 

m 7: ui 

que la fonclion F( u) aux multiplicateurs 1 etc w admelle les 
poles a, 6, .... I avec les parlies principals 

A. Ai , A g — t ^ 

u — a ' ( it — ay 2 ‘ * “ ( u — a f A 

B B 1 Bo-t 

it — b ( it — b ) 2 (u — b ). 3 


on aura la formule 


F (u) 




, a)-r- A, 


cL y m (u, ct) ( A 2 d 2 y m ( u. a ) 
da 1 . 2 da 2 

A g -i d*~ l y m ( u, a) 


1 . 2 . . . ( oc — 1 ) 


da* 


(u, a) j 


la somme etant etendue a tons les poles. En outre, les relations 
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entre les poles etles coefficients des parties principals sont 


2[ae p («)- 


•A, 


clE ? (a) Ao d i E p (a) 

da 1 . a da- 

ku-t d*~iE p (a) 




I .2. . - (a — I) c/« a ' 

ou Ton fait successivement p = o, 1 , 2 , ..•,(/« — »)• 


223. Exemple. — Soit 

?(*)= H'(^)'n7(^)' 


Cette fonction verifie les relations 


o(X -r 2 CO ) — 0(57)5 

2 it if , (0 \ 

( .r-t- co'— — } 

0(5? -h 2C0') = 5 0) \ 


Si done on fait, pour un moment, 


. CO 

x -1- co = u, 

?(« — co'h- ^) = F(m), 


cette fonction F verifie les deux equations 

2 7t ni 

F(z£-H2co) = F (u), ¥(u -h 2co') = e w F(u). 

Pour cette fonction F le nombre entier designe par m est don 
La fonction 0(3?) admet dans un parallelogrammc des peril 

les deux poles simples 0 et co avecles resides respectifs rrr~ — -W 

1 II ( o ) 11 

et — h'( 0 )H 1 (o) ' ^ omme 11 est egal * ic + to'— la fonc 


7 , UJ 

b — ton — , 
2 


H'(o) Hi( o) ’ 


F(w) admet les deux poles 


1 w 

a — co y 

2 


avec les memes residus 
A 


JF(o) Hi ( 0 ) 


F O X € T I 0 X S A 31 t* LTI P L I C A T K P J; S E X. p 0 X X X I' I X L S . yl , 

On a done la formule de • *'/ FF a 

F U rrr A X — D v, /:. & . 

d'oiu on revenanl a la variable - el A. D. 6 par 

leurs valours 

HVo \ II, ! 0 "( ( . to . »•/ / , r.j 

fj Ft 72 I ^ ” ~‘ J , tO « ’/ •- { «£’ — to — — ■ T '-J — J « 

II ^ X ) It I • X i 7 * •> 2 ■ \ •> - A ‘ 

Si I'on met pour ces ionelions y.> les series servant de definition, 
on a 


II'(o) H^o ) 

H (x ) H j { x i 

n = ~ * 

= — 7 ’, it” ct~ Il ~ cot — (x — moj’ , — cot — x — to — 2 nv* 1 . 

2 CO a md j_ 2 CO 2 to ' J 

n — — x 

La seconde cotangente est egale a — tang— jr — 2 mo : on a 

0 0 2 to - 

done enfin, en rdduisant, 

IF to) Hj (o') 
l iuri I I • [ X ) 


-■ r. >: 


• 1 y : q- 


■ (X - 


On etablira de meme, a litre d'exercice, la formule 


IF (a) Hj (o) 
Q(x) Qi(X) 


=~4y 


< — 1 fq 


cot - 
to 


— i in — if to']. 


M. Hermite a montre Fimporianee que presentent les developpe- 
ments de ce genre pour les applications a FArithmetiqne. 


221. Formule de decomposition dans le cas de N positif. N = m. 

m tz id 

— SoitF(z^) ime fonction aux mullipliealciirs 1 et e w . Sup- 
posons que cette fonction admette les pules simples a y b , i 
non deux a deux lioniologues, avec les residus A, B, . . L. L’ ex- 
pression 

\F ( it ) = F ( it ) -f- A ym (an zz) -f- B yjn ( b, u')-r- . . . — r- L y m ( n ) 

est une fonction aux memes multiplicateurs, mciis n’ayant plus 
A. ET L. 2 4 
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de poles. En effet, chacune des fonclions F(w), jm{a, u), 

7)7 71 HI 

y m (l, u ) admet les multi plicateurs 1 et e " (n° 221 ). En outre, 

dans le voisinage de u = a par exemplc, on a 

F(w)= — — b- fonction regulierc, 

v u — a 

y,„(a, u) = h fonction reguliere, 

et les a litres fonctious y m (b, u), . */,»(/, if.) sont regulidres. 
Dans la combinaison donnant \F, — — disparait. Lc racmc fait sc 
produit en tons les poles de F(«)- La fonction *F (*/.), admeltant 

in 71 ui 

les multiplicateurs i et e (0 et etant partoul linic, csl unc dcs 
fonctions entieres (£(?/.) etudiecs au n° 219. Kilo esl done dc la 
forme 

Xo Eq ( U ) H- Xj liij ( LC . -\- X m _i — 1 ( U ) 1 

ou X 0j X j} . X, n -i sont dcs constantes determinees. On a alors 
la formule 


(a8) 


\ F(m) = — Ax, n (a, u)—By m (b, u)~. ..— L %,„(/, a) 
\ ■+* Xq Eq( Xx Ej ( It) H- . . . H- 1 — l(w). 


On pourra determiner les coefficients .... X m _ { c n attri- 

buant m valeurs numeriqncs a la variable u. Pour nnc etude 
plus delaillee de ce point, nous renverrons aux Memoires de 
M. Appell. 

Dans le cas des poles multiples, chaque terme de cctle formule 
doit etre remplace par une somme telle que 


— A im(a, u) — k t 


d J m ( CL, U) 

da 


A? d ' 1 u) 

l . ‘2 da- 


Aq-t <^ 0I ~ 1 U ) 

(a — i) da*- 1 


Dans ces formules il n’y a aucune relation n6eessaire entre les 
pdles et les parties principals correspondantes. Ainsi, quels que 
soient les points a, b , fet les constanles A, B, L, 1 0 , ) M , 
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a w _ | , la fonction defioie par la formule { ad met les imihiplica- 

teurs i et t> . 

225. Resume. — On voil que le ineme element simple j\ r ■ 
pent etre employe pour la decomposition des fond ions F n * a 

_ N £ //f 

multiplicateurs t et e a> , queiX soil positif on negatil*. Ouand \ 
est negatifj N = — m . c : est x qui est la variable u et r qui coin- 
cide successivement avec les pules. Ouand X est positif. X = /?/. 
c’est y qui est la variable u et x qui coincide successivement avec 
les poles. 
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I. — Generalities. 

228 . Periodes equivalences. — Soient aco et aco ; line pairc do 
periodes primitives d’ une fonclion ellipliquc. Posons 

^ = Cl 0)' H- 6tO, 

^ | toi = c to' -l- cZa>, 

a, 6 , c, d clesignant quatre nombres en tiers positifs, negatifs on 
nuls, tels que 

ad — be —z hi. 

En resolvant alors les equations (i) par rapport a to ct to', on 
trouve pour to et to' des fonclions lineaircs et liomogcnes a coeffi- 
cients entiers de to* et to' : par excmple, si ad — be - ~ i , on a 

i to' = di o'. — 6 tOi, 

(2) 

l to = — c to A -+- Cl 10 1 . 

On dit que 2to et 2to'd’une part, a to, et a to' ( d’aulre part sent des 
systemes de periodes eqnivalentes. Une fonclion admcttanl les 
periodes 2 to et 2 to' aclmet egalement les periodes 20), ct iuo', ct 
reciproquemenl. En effet, si une fonclion F ( u) atl me t les pe- 
riodes 2 to et 2 to', on a 

F ( u - 4 - 2 a to' ■+■ 2 b to ) = F(w), 

F ( 11 H- 2 c to' -b 2 d co ) = F ( 11 ) ; 

done 

F(tt h- 20^)= F(m), 

F(tt + a(o 1 ) = F(a) 

et la fonclion ad met les periodes 2to< et 20)'. La reciproque se de- 
montre de la meme fa^on en partant des relations teJles que (2). 



p £ n i o d ns eq i; i v a l ent z s. 

Si line fonction F ?'*/’» admei les periodes 2w, el re on a 

F l u — o oj\ — 2. b to : . — F • •£’ , 

F ; cV’ •— •> c — 2 a to : ; = F ■ €■? : 

done 

F ■' u — 2 '«/ : = F ■' e* . 

Fs u — \i-j i = F !. 


227. Rapport des periodes. 
rapport des periodes 


Xous avons suppose que. dans le 


le coefficient de i est positif. Xons aliens demontrer que. dans le 

rapport 



des periodes craved er. res. le coefficient de i est encore positif si 

ad — be — — v. 


il serait an contraire negatif si Ton prenait 

ad — be — — i . 

En effet, soit 

tii = x — p is 
to' = a r -i- 3 ' z ; 

on a 

to' _ (a'-H 3 r z‘)(a — 3 i s 
co x- -Ho- 


le coefficient de i est done da signe de 

ap' — pa'. 

Soient maintenant 

toj = aj-H z, ad = aj -f- Pi z ; 

les relations (i) donnent 

ai = ax' bx, cci = ca'-f- da, 

p' = *p'+6p, p^cp'-Wp. 

On voit que 

*i Pi — ?! «i = ( a ? '-?*')(ad — bc), 
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et si Ton prend ad — be ~ i , 

«ipi — Pi«i = a P'-“P a '; 

done le coefficient de i, dans 

coi <nuo'-H b (jo __ c/t -I— & 
u 1 ~~ co t cco f H- d to c t H— <c/ 

a egalement le signe -K 

Si Ton avait ad — be ~ — i, le coefficient de i dans t, serai l 
negatif. 

228 . Reseaux de parallelogrammes forays avec les periodes 
equivalentes. — Prenons les expressions 

w = 2 m to 2 n to', w i = a nil co x + a /? i to j , 

dans lesquelles m et /i, m, et /?,, preunent Loutcs les valours cn- 
tieres positives, negatives on n idles. Les points w ferment les 
sommets du reseau des parallelogr amines c onstruits avec les pe- 
riodes 20) et 2 of; les points les somme ts du reseau analogue 1 
construit avec 2o) t et 2co'. Nous allons nmontrer quo ces deux 
reseaux ont les memes sommets, c’est-a-dircs quo les quantiles cv, 
sont, a l’ordre pres, identiques aux. quantile s u\ 

En effet, chacune des quantites W\ fait partie de la suite des 
quantites op, comme on le voit, en rcmplacant, dans w,, to, et of, 
par leurs valeurs (i) en fonction de wet d. Invcrsemcnt, comme 
ad — be =db i chacune des quantites w fait partie de la suite des 
quantites wq , comme on le voit, en remplagant, dans w, co et <»/ 
par leurs valeurs (2). Done, si l’on suppose ad — be —zh 1 Jes 
quantites w sont, a Fordre pres, les memes quo les quantites uv 
Les deux reseaux ont les memes sommets. 

On peut remarquer, en outre, que les parallelogrammes du 
premier reseau (sco, 2 to') sont equivalents <m surface a ccux du 
second (2to<, 20)\). En effet, les trois points 

o, 200, 210' 

sont les sommets d’un triangle qui est la imoitie d’un parallelo- 
gramme des periodes 2 m et 2(d. Si Fon fait 

to = an- if}, to' = 
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la mo i tie de Paire de ee triangle est 


Si Ton fait de meme 


si — 


0J 1 = 7-i — z’ 3- . w . 


la mo i tie de Paire du triangle de sommets 


es t 


0, 2C0«, 1 OJ i 


Or nous venous de voir (n° 227 ) que ces deux quantises aV — lot" 
et — jjoq ont meme valeur absolue. Le theoreine esl done de- 
mon tre. 


II. — Notation de Weierstrass. 


229. Formes en nombre innni de la fonction m — Considerons 
le produit doublemen t infmi a 1 aide duque! nous avons defini la 
fonction du 

I, ..ni ii- 

*n(-=;- s ' ,s \ 


t v = *2 m co 2 n co , 


m = / 
n =) 


0, ZZ I . 


et soient 2 to 4 , 2 u>\ des periodes equivalences a 2 to, a to'; les quan- 
tites 

m i = j 


W 1 = 2 nil COi ‘2 Hi CO ! , 


ni = \ 


o, mi, m *2 


sont les memes, a Pordre pres, que les quantiles tv; le produit 

, . a i ii 2 

est done compose des memes facteurs que le produit precedent, 
ou, en precisant, tout facteur de l’un des produits est aussi un 
facteur de l’autre produit. On sait que 1 ordre des facteurs n inter- 
vient pas ; on a done 


n 


, u 1 u- 


--IK-*)** 5 ' 
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ou, en designant par d(u | to, to'), la fonction d dont les zeros sont 

2 771 (id - h 2 72 0)', 

Cf(ll | tO, (O') = Cj(u | Wi, ), 

sous la seule condition que les peri odes 2 to,, a to' sont equiva- 
lent.es aux peri odes 2 to et 20/. 

Ainsi la fonction d ne change pas quand on remplace la paire 
de periodes primitives, qni a servi a la consl.niirc, par Ionic autre 
paire de periodes equivalentes. SI en cst de memo, dvidcmmcnfc, 
des fonctions £ et p qni se deduiscnt de d par dos diflercntialions. 
C’est ce que 1 ’on voit aussi en partanl des series qut deOnissenl 
^(^|to, to') el p(u | to, to'). Quand, dans ces series, on remplace 
2 to et 20/ par les periodes equivalentes 2<0j el 2<o' n dies ne 
changent pas, car les terrnes qui les component ne font que 
changer de places. 


230 . Invariants. Invariant absoln J. — Les invariants 




22. 



1 



5.7 


2 


r 

"~ 7. ? 

(V>‘» 


W — 2 771 CO H- 2 71 to' 


ne changent pas de valeurs quand on remplace les periodes 2 to 
et 2 to' par des periodes equivalentes 2 to, et 2 to' . Gc fait est evident, 
d’apres ce que nous venons de voir, car la substitution de to, 
et to', a to et to', dans les deux series, ne fait que changer I’ordre 
des termes. 

La quantile g 2 cst homogene et du degre — 4 par raj) port a 0) 
et to'; g- 3 , homogene et du degrd — G par rapport a to et to'. On 
peut mettre ce fait en evidence, en ecrivant 


Alois 


Le discriminant 


tv = to(2m-f- 2 /it), t = - - . 

to 




£3 = 



I 

(2 771 -|- 2 71 'Z)’*’ 
I 

(2 771 -t- 2 /IT)® * 


A — g\ 27 g\ 


est homogene et du degre — 1 2 par rapport a to et to'. 



Nous allons former line combinaison de it'-i el homo^-ne el 
de degre o en to et to' : eette combinaison ne depend ra rlus q no 
du rapport des periodes t. Pour cela considerons, avec M. Klein, 
la quantile 


J = 


A. 



Cette quantite J, etant le quotient de deux fonctions liomogenes 
de degres — 12 de to et c o', est du degre o. Elie ne depend plus 
qne du rapport 7 des periodes. Nous mellrons en evidence eette 
variable unique 7 dont depend J, en ecrivant eette quantile J sous 
la forme 

JtV>. 


On peut appeler eette fonction J (7) V invariant absolu des fonc- 
tions elliptiques aux periodes 2 to et 2 ox. Nous avons deja re- 

marque au n° 36 que — est une fonction du seul rapport des 
periodes : avec la notation de M. Klein, on a 
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231 . Propriety fondamentale de la fonction J(v). — Comme les 
invariants g 2 et g 3 ne ehangent pas quand on remplace 20 et 2 co- 
par deux periodes equivalentes quelconques 

coj = cto r -j- do), ct cl — be — "=i, 


il en est de me me de J. Or, quand on fait eette substitution, le 
rapport 



devient 


On a done 



a'Z — b 
cz -+* d 


J (^i) — J(v), 


on encore 


ct 'z -H b 
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а , b , c , d designant quatre entiers quelconques tels que 

ad — be =dr i . 

La fonction J(?) presente done cette propriete remarquable 
de ne pas changer de valeur, quand on remplace t par c ^~~p 

б, c, Jetant des entiers assujettis a la senle condition 

ad — be =dt 1. 


C’est la plus simple des fonctions modulaires . Elle nous offre le 
type d’un nouveau genre de fonctions, comprenanl les fonctions 
modulaires, dontle premier exemple a ete donne par M. Hermite, 
a propos de ses recherches sur la resolution de Inequation du 
cinquieme degre, et dont les proprietes generates out etc princi- 
palement etudiees par M. Klein (Voyez Vorles ungen iiber die 
Theorie dev elliptisclien Mo dul functional , ausgearbeitet von 
D 1 ' Robert Fricke, Leipzig, Teubner; 1890). Ges fonctions sont 
d’ailleurs an cas tres particulier des fonctions fuchsiennes et 
kleineennes dont la theorie a ete creee par M. Poincare ( Acta 
Mathematical 1. 1 ). 


232 . La fonction J est paire. — Dans la relation fondamen- 
tale (4), on peut prendre par exemple a = i, d = — 1, b = o, 
c = o. On a alors 

J(— t) = J (t). 


Gela resulte d’ailleurs evidemment de ce que les invariant g\ 2 el 
ne changent pas, quand on change I’une des periodes c 0 ou to', de 
signe. 

D’apres cette propriete, on peut toujours supposer que les 
quatre entiers verifient la relation 


car on a 


ad — be = -4- 1, 


\ c x -j— d J 


= J 


— ax — b\ 

Tx + rf " )’ 


on peut done toujours changer a volonte le signe des entiers a et b 
et par consequent celui de ad — be. Dans tout ce qui suit nous 
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nous limiterons en consequence au cas de 

ad — be — -4- i . 

Nous supposerons lapartie imaginaire de t positive: celle de 

__ Cl z — b 
1 cz — d 

est alors egalement positive (n°227). 

233. Remarques sur les substitutions lineaire s. — Soil 

az — — b 

~ cz -T- d ? 

ou dit que 1’on obtient z { en faisant sur t la substitution lineaire 

az — b 


(5) 


-i = St = 


c t -j- cl 


Substitution inverse. — En resolvant par rapport a t la rela- 
tion (5), on a une autre substitution 


(6) 


— dz ! ~7~ b 
ezi — a 


que Ton appelle substitution inverse de S et que Ton designe pour 
cette raison par S” 1 . On a alors 

t = S -1^. 


Produit de deux ou plusieurs substitutions. — Soit S ; une 
autre substitution formee avee d’autres coefficients a r : b\ d : d ! . 
Posons 


et chercbons la relation entre t 2 et t; nous aurons, en remplacant 
Tj par sa valeur St, 

a’(az -t- 6)-r- b'{cz -t- d) 
d [az -r- 6 )h- d'{cz -+- d) 

Cette nouvelle substitution lineaire t 2 = dont les coeffi- 
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A = aa' - f- cb\ B = ba’ - r- db\ 

C = ad cd ’ , D — 6c'-f- ofa?', 

s’appelle le produit de S par S'; on la designe par S' S. On a iden- 
tiquement 

AD — BG = (a r d ’ — b’ c r )(ad — be). 

La substitution SS' est de me me le produit de S' par S : on 
i’obtient en faisant d’abord la substitution S', puis sur le resultat 
la substitution S. Cette substitution SS' est, en general, difle rente 
de la substitution S'S. Dans eette notation symbolique des sub- 
stitutions, il n’esl done pas perm is d’intervertir l’ordre des facteurs. 
On pent maintenant imaginer trois substitutions consecutives S, 
S', S" : la substitution lineaire obtenue en faisant d’abord la sub- 
stitution S, sur le resultat la substitution S', sur le nouveau resultat 
la substitution S", est designee par 

S"S'S, 

et ainsi de suite. 

Quand deux ou plusieurs substitutions consecutives sont les 
memes, au lieu d’ecrire SS, SSS, . . . , on emploie la notation des 
exposants et Ton ecrit S 2 , S 3 , 


cients sont 
( 7 ) 


Remarque . — Le produit de la substitution par son inverse 
est la substitution identique 

T = T, 

que Ton designe symboliquement par 1 . On a, en effet, 

Tj = St, 

t = S-iTj; 

done, en eliminant t*, 

t = S -1 St, 

ce que 1’on exprime en ecrivant 


on a aussi 


S-iS = i; 


SS-1=I. 


Si Ton repete deux, trois fois de suite, la substitution inverse 
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S % an lieu d'ecrire S ” 1 S _i . S“'- S~ 5 S 1 . .... on einpkbe des rx- 
posants negatifs et Ton ecril S~-. S" ;; . . . . 

234. Group© de substitutions. — Une suite de substitution' 
donnees So. . .., S v , .... en nombre fini oo infini. 



forme un groupe, si finverse d'une quelconqae de ces substitu- 
tions etle produit de deux cjuelconques de ces substitutions sont 
encore des substitutions de la suite. 

23o. Groupe modulaire. — D'apres cette definition, touies les 
substitutions en nombre infini 



oli a, b , c, d sontdes enliers assujettis a la seule condition 

ad — be — i , 

forment un groupe. En effet la substitution inverse de S. 

o , — dz — b ar.-±-b x 

5 ■ l z = = 

CZ — a CiT-r-rfi 

est encore formee avec quatre enliers a { , b { , c { . d K tels que 
a x di— b 1 Ci = ad — be = i . 

Le produit S / S de deux des substitutions considerees est une 
substitution 

Kz -f- B 
Gt-t- D ? 

dont les coefficients sont entiers d’apres les formules ("jet vert- 
fient la relation AD — BG = i , car on a 

AD — BG = (a' d r — b' c' )( ad — be) 

et les deux facteurs du second membre sont egaux a i par hypo- 
these. 

Le groupe ainsi ddfmi estle groupe modulaire, et l’on peut dire 
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que la fonction J(-) est laissee invariable par toutes les substitu- 
tions de ce groupe. 

236. Substitutions fondamentalesdu groupe modulaire. — Toutes 
les substitutions du groupe modulaire peuvent dtre engendrees 
par les produits des puissances positives et negatives des deux 
substitutions 

S- = t n- 1, {a = i . b = i, c = o, cl — i ), 

Tt = — (a ~ o, b = i } c = — i, d = o), 

que Ton appelle pour eette raison les substitutions fondamentctles 
du groupe . 

L’inverse de St est 

S _1 z = t — i; 

l’inverse de Tz est 



elle est egale aT:. Nous ne nous arreterons pas a demontrer que 
toute substitution a coefficients entiers 

az ~h b 

C Z -+- cl ? 

telle que ad — = i , peut etre obtenue en multipliant ces 

substitutions fondamentales et leurs inverses dans un ordre quel- 
conque, cbaque facteur pouvant etrerepete un nombre quelconque 
de fois. Nous admettrons ce point dont on trouvera la demon- 
stration dans le Livre de M. Klein sur les fonctions modulaires. 

Bornons-nous a remarquer que le fait, que toutes les substitu- 
tions du groupe modulaire peuvent etre obtenues par la multipli- 
cation de deux substitutions fondamentales et de leurs inverses, 
a deja son analogue dans la theorie des fonctions cloubiement pe- 
riodiques. Si l’on appelle 2 w et 20 / les deux periodes, une fonc- 
tion doublement periodique F (u) ne change pas de valeur quand 
on fait sur u toutes les substitutions contenues dans la formulc 

W + 2??U0+ 2 71 to', 

m et n etant deux entiers quelconques. Ces substitutions forment 



un groupe qui admet conime substitutions fundamental's les deux 
substitutions 

T u = it — i i’j'. 

dont les inverses sont 

S- 1 it = a — i'’>. 

T~ J u = u — -2 to'. 

T 1 est evident que par la multiplication de ces substitutions on 
obtient toutes les substitutions de la forme u — 2 m to — 2// w ’ . 

23 1. Interpretation geometrique. — Pour renresenter geonie- 
triquement la double periodicite, nous avons divise le plan en 
cases qui sont des parallelogrammes tons egaux, el nous avons 
remarque que la fonction reprend les monies valeurs aux points 
homologues de toutes ces cases. L'une de ees cases elant choisie 
conime case fondamentale, quand le point u decrit ceite ease, les 
points homologues, u — 2 m to 2/1 to', decrivent chacun une des 
autres cases. 

On peut operer de meme pour la fonction moduiaire J(v). 
Comme nous supposons la partie imaginaire dev positive, ie point 
representatif de 7 est dans le demi-plan situe au-dessus de faxe 
des quantiles reelles. On pent alors decomposer ce demi-plan en 
cases telles que Tune de ces cases etant choisie comme case fon- 
damentale. quand le point t decrit ceite case, les points 

az -f- b 
cz -wT 

a , 6 , c, d entiers tels qu ead — bc= 1, decrivent chacun une des 
autres cases. La fonction J (7) prend alors la meme valeur aux 
points correspondants de toutes les cases et il suffit de la connaitre 
dans la case fondamentale, pour la connaitre dans tout le demi- 
plan. 

Cette division du demi-plan en cases peut se faire d’une infi- 
nite de facons. La plus simple est celie que Ton realise avec des 
arcs de cercle ayant leurs centres sur l’axe des quantites reelles. 
Le point de depart de cette division est dans Interpretation geo- 
metrique des substitutions lineaires, a coefficients reels, al aide de 
la combinaison de deux transformations successives par rayons 
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vecteurs reciproqnes , telle qu’elle resulte des travaux de 
MM. Klein, Schwarz et Poincare. 


IV. — Notation de Jacobi. 


238. Expression de J (z) en fonction du module k. — Nous avons 
indique (n° 97) la relation qui lie la fonction pie aux periodes 203 
et 203 ' a la fonction snu aux periodes 2 K et 2 ifsJ. Nous avons vu 
que le rapport des periodes est le merae 

to' iK.' 

T = To = TT’ 


et,en designant par 7 une constanle auxiliaire, nous avons trouve 
pour les racines e u e 2 , e 3 les valeurs 

2— /e 2 , 3 X 2 e* — 2 /t 2 — 1 , 3 X 2 = — 1 — k ~ ; 


on en deduit les differences des racines deux a deux et Ton en 
conclut en multipliant ces Lrois differences 

X G Oi — e 2 )(e. 2 — e 3 )(e 3 — ) — - — /c 2 (, — X: 2 ). 

On sail que, dans un poljnome 


4^ 3 — g*x — 

dont les racines sont e, , e 2 , e 3 le discriminant 
est donne par la formule 


On a done 


A = i6(«i — — <? 3 )-0 3 — 0 ,)*. 

A _ i6/c 4 (i — /i 2 V 2 

A _ -- * 


D’autre part, le produit des racines etant ^ on a 

4 

„ _ 4(2 — /c 2 ) f 1 — aA-*)(n-A*2) 

L expression de J en fonction du module s’obtient alors facile- 



done 

i 8) 


J 


^”7^ i 

Da pres cetle relation, quand J est donne, A' 2 a six valours. Mats on 
veriiie im media tement que, si 

k* = ;x 

est une racine de ['equation (8 . en A-. les autres ravines sou! 

I • X I 'X I 

[1 ‘ u ;x — i i — ;x 

II suffit de conslater que le deuxifme me mb re nc change pas 
quand on remplace /«*- par rune de ees six quantiles. 

Le carre du module A' 2 est une fonction. du rapport des pe- 

riodes t. Quand on remplace v par a : b* c. d etant quatre 

entiers tels que ad — be t, J ne change pas; on en concha 
que k- ou bien ne change pas, ou Lien prend 1'une des nouvelles 
valeurs 

i j 0 k- — i k ' 2 i 

j~, i- ft-, jrzTi’ T — ir 

Pour que A 2 reste invariable il fa a t assujeltir les entiers a, A, 
c, d a des conditions supplemental res dans le detail desquelles 
nous ne pouvons pas entrer. Les substitutions speciales du groupe 
modulaire qui n’alterent pas k 1 forment ce que Fon appelle un 
sous- groupe. 

Nous indiquerons, en terminant, quel est, pour la fonction H 
de Jacobi, Feffet du remplacement des deux periodes, qui ont 
servi a la construire, par deux periodes equivalentes. 

239. Formes en nombre infini des fonctions de Jacobi. Fonction 
H(k). — Considerons la fonction 

4 / — , TZ IL 4 / . 3 7T U 

H(z£, q)= sin 2 \/q t3 sin . . , 

iXM' 

q = e w 

A. et L. 25 
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et en meme temps la fonclion H (u, Q) dont le developpement se 
deduit du precedent en y remplacant 2uet aw' par les periodes 
equivalentes aw, et aw', Q etant ce que devient q par suite de 
cette substitution 

H ( u. Q i = av/Qsin — — •>. VC* sin -+■ ■ ■ ■ • 

.Nous allons demontrer que les fonclions H(«, Q) et H ( ?/, q) sonl 
identiques, a un facleur exponentiel pres de la forme a de- 

signant une constanle. Cela resuke de I’egalite 

<f ( u | co! , w'j ) = d ( u | o), to' ) ; 

car, si Ton v remplace cliaque fonclion d par la fonclion H corrcs- 
pondante (n° 51 ), on obticnt celte autre egalile 

p 1 e A i" 8 H(i«, Q ) = p e kn ' H ( n, q ), 

dans laquelle o, p*, h ct sont des constanles convonablemeni 
choisies. On en deduil immediatement 

H (>, Q)= Ae*« a II(M, q), 

A. et a designant des conslantes. Nous allons determiner a. 

Revenons aux nolalions habitnelles des periodes pour les fonc- 


lions de Jacobi, 

en posant 



to ~ K, 

to' — iK', 


w i = 

to; i L', 

avec 

I 

1 ! 

Q = <f * 

^9) 

( ih' = aiK' 

b K, 

r 

II 



a, b , c, d etant des en tiers tels que 
(io) ad — be — i. 

Ces quatre entiers ne peuvent pas etre pairs tons les quatre ni 
impairs tous les quatre. Si b est pair, a et d sont impairs ; si ct est 
pair, b et c sont impairs. 



Pour determiner a re ::.;.: 1 r; 


1 } I \ i 

II It - 

_ 2 L. 0 — — H /f. n . 


llj} V 

( II ' u — 

■> -r/K — 

iciK , q la * ' If ? 

1 ' i % 

3 etant egal a — 

1 011 a - 

— 1 s u i va n t ] a pa r i t A d e s e 11 1 

tier* d 

a en diet 

lb u — 

2 r/K , q ) — — 1 r * H '■ //. *7 : 



changeant, dans les deux, menibres. it on u — :>/7 Iv" «*!. se rumvdun: 
la formule x'n° 77 '» 

V-WK 

H(w — 2c/K f , q \ = ij^t? k “ “ lid. <7 

on a la seconde des formules ; *r i ) ou 

La relation 

Hi' u, 0 = Ae a,,: Hi u, q 

donne alors, en changeant u en u — i L dans le premier membre 
et ^ en la quantile equivalente u -f- 2 dk a czk; dans le second. 

II ( n -f- 2 L. 0 i = Ae a 2 II < a — •>. c/Iv — sc/Kb q ». 

Divisant membre a membre ces deux dernieres relations en tenant 
compte des equations ( 11 ) nous trouverons 

% { u 2 L i 2 — a h 2 — ; // 4- c 1 K' 

(12) — i — ie K 

Cette relation ayant lieu quel que soit u : les termes en u doivent 
disparaitre dans Pexponentielie, d’oii la valeur de a 


cIt: 



Comme verification, remplacons a par sa valeur dans la for- 
mule ( 12 ) et reduisons en remplacant L par dk -f- ci K/, nous ob- 
lenons 

— I = £( — l) dc 

ou, d’apres la valeur de e, 

relation evidente, car detcne peuvent etre pairs tons deux. 
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On a done, en definitive, l’egalile fondamentale 

rir.n a - 

( 1 3 ) H(z*, Q) = Ae 41iL H (u, q), 

ou A est une constante qu'il reste a determiner. Nous ne nous 
occuperons pas ici de ce calcul. 

On voit que, au point de vue oil nous nous placons ici, la fonc- 
tion H de Jacobi se comporte d’une facon moins simple que la 
fonction s', puisque d ne change pas quand on remplace les pe- 
riodes par des periodes equivalentes, tandis que II se reproduit 
multipliee par une exponentielle. 

Cette relation etant obtenue, on en deduil aisement des relations 
analogues entre les fonctions 0, H* construites d’une part avec 
K et z‘K/, d’autre part avec L et i U. II suffit dans la formule (i3) 
de remplacer, dans le premier membre, u par u -b L, ou u iU. 
ou zz + L-bfL ; , etdans le second membre, zzpar les valeurs egalcs 
a -b d K ~b ciK!, ou u + £>K-b aiK! ou zz-b (b + d ) K -b (a ~b c) i¥J . 
Tenant alors compte des relations du n° 77, on aura les relations 
demandees. Ces relations prennent des formes difT<5 rentes suivant 
les parites des nombres a, 6, c, d. Elies permettent d’exprimer le 
module des nouvelles fonctions elliptiqucs en fonction de k. 

Nous ne les ecrirons pas, etnous renverrons le lecteur au Cours 
de M. Hermite a la Faculte des Sciences, ou les calculs sonl 
pousses jusqu’au bout dans une lrypothese particuliere sur les 
quatre entiers. 
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XOTE I. 

IMPOSSIBILITY DE L'EXISTEXCE D'UXE FOXCTIOX CONTINUE 
AYEC DEUX PERIODES DONT LE RAPPORT ESI REEL. 


Soil F(w) une fonction d’une variable imaginable avec deux periodes 
to' et oj dont le rapport est reel 

to' b 
co a 

a et b etant reels. Si Ton fait 


to 



quand -3 augmente de a, u augmente de to, et quand z augmente de b, u 
augmente de to'. La fonction 

admet les deux periodes reelles a et b. Nous aliens demontrer 3a propo- 
sition suivante : 

Ou bien les periodes a et b se reduisent a une; ou bien la fonction f(z) 
■est constante . 

En effet, la fonction admettant les deux periodes a et b admet ega le- 
nient toutes les periodes 

Mfl-rN b, 

ou M et N designent deux entiers quelconques positifs negatifs ou nuls. 

Considerons un axe Ox et prenons sur cet axe un segment OA egal a a. 
Si l’on prend, sur cet axe, un points d’abscisse .r, on peut toujours choisir 
un entier m positif ou negatif de telle facon que le point 

5 = x -j- ma 

soit a Porigine ou sur le segment OA : appelons ce point le point homo - 
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logue de x. Alors considerons les points d’abscisses 

b, 3 b, . . . , fib 

et leurs liomologues 

= b -f- nil a - x*— 2 b -f- nii • • • * x n = nb -I- ni tl a, 

tous situes sur OA. Toutes les quantiles x u x 2 , x n et toutcs leurs 
differences £P V — 3^, sont des periodes dc/(z), car elles sont toutes dc la 
forme Ma Nb . M et N etant entiers. 


Fig. 2 6. 



Si tous les points x 1} x 2 , . . x tl sont distincts, it en est au moins deux 

x v et Xn dont la distance soit au plus egale a — ™ — 

' 1 D n — r 

^ a . 

Xy X\x— — 5 X V ]> X^ , 

en effet, si Ton divise le segment OA en n — t parties egalcs, il cxisl.c ne- 
eessairement une de ces divisions qui contient au moins deux des points. 
La fonction admet alors la periode 

^ a 

10 n Xy Xn, , 

et Ton a 

Faisons croitre maintenant n indefinirnent. Deux cas sont a distinguer : 

i° Quelque grand que soit n les points x u x 2 , . .., x tl sont distincts : 
alors la fonction admet une periode co ;i differente de zero mais aussi 

petite que l’on veut, car elle est au plus egale a La fonction est une 

constante : en effet, on a 

f(Z -i- 1 *>„)— f(z) 

: = O, 

w /t 

quelque soit n. Quand n augmentc indefinirnent, t o n tend vers zero; le 
rapport figurant dans le premier membre tend vers la derivee f'(z ) et 
Ton trouve 

/'(-) = o, /(-)= const.; 

2° II existe une valeur de n telle que deux des points x h x 2 , . . x n 
soient confondus 


X v X u — o . 



relation tie la fur me 

’ 0 pa — qh — o. 

p et q etant deux entier? quo l\> n peat toujour? ?ay>poser s e:Ur?? 
eux, car on peut toujour?, dan? la relation =i . di\i*er le- de:;\ membre- 
j>ar les facteurs com mu ns a p et q. Dans ee cas. les p-rhAe- a r-t l* sc rv- 
duisent a line. En effet, p et q etant premiers cut re ei;\. il e\Ete »Iea\ 
autres en tiers p et q tels que 

( ‘ VI pq'—qp=i- 

Designons alors par c la quantile 
I 3 ) pa — q b = c: 

c est evidemment une periode dc/ zi: d'autre part, en resohant ies rela- 
tions (i) et ( 3 i par rapport a a et b . on a, d'apres •>. a 

a = — qc. b — pc: 

les periode? a et b sont done des multiples d une periode unique c. 


ADDITION A LA NOTE L 

IMPOSSIBILITY d’i'NE FOXCTIOX UNIFORMS ET CONTINUE AVEC TROIS PERIODES. 

Imaginons une fonetion f(z) d’une variable imaginaire z avec trois pe- 
riodes a, S, q dont les rapports sont imaginaires. Nous alions montrer on 
que la fonetion est constant e , ou que les periodes se reduisent a deux. 

Remarquons d’abord que la fonetion admet eoinme periodes toutes ie? 
quantites 

(i) Ma — N3 -hPy, 

M, N, P etant des entiers positifs, negatifs ou nuls. Construisons ensuite. 
dans le plan representatif des imaginaires, le parallelogramme des periode? 
a. et OABG, ayant pour sommets les points 

o, a, fi, a-t-ji. 

Un point quelconque s du plan a, dans ce parallelogramme, un homo- 


NOTE I. 

£ = z -l- loi -r- m$. 

I et m etant des en tiers, convenablement choisis. 



Considerons alors les n 2 points 

Y> 2 Y» 3 Y> •••» 

ou 7i est un entier et leurs homologu.es 

= Y -h /i« -+- 

5 2 = 2Y“H ^2 a -h /^2 P? 

= 7l 2 7 -H £„a a 4- 771 n 3 p. 

La fonction admet comme periodes toutes les quantites Z\, s 2 , . . . , .5,^ 
et les differences de ces quantites deux a deux, car ces quantites et leurs 
differences sont de la forme (i). 

Appelons X la longueur de la plus grande diagonale du parallelogramme 
OABG. Si tous les points 

( 2 , ) Z \ , Z 2 , . . . , Z fl * 

sont distincts, il en est au moins deuxs,, et^dont la distance est moindre 

que En effet, divisons les cotes OA et OB en (n — i) parties egales 

et menons par les points de division des paralleles aux cotes du paralle- 
logramme OABG : nous diviserons ce parallelogramme en ( n — i) 2 cases 

egales entre elles ayant pour grande diagonale sur les points (2), 

il en est forcement deux, au moins. z y et z^ dans une de ces cases. Leur 

distance est alors moindre que — . Analytiquement le module de z y — z^ 

est moindre que La fonction admet done la periode 

u> n — z y — z^, 
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logue t 
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clont le module est moindre <1 u e - A - - 

1 a — i 


ty-» 

n — i 

Deux eas sont a distinguer : 

i° Quelque grand que soit n les points 2 1 sont toujour? distinct?. La 
ionction admet alors une periode non nulie is/. 7 dont le module pent devenir 
aussi petit que l’on veut. Elle est constante. car 

.A - — > — f> z i 

— 0 

donne, pour n infini, 

f‘>z = o. 

‘ 2 ° Pour une certaine valeur de n, deux des points 12 k z y et z, L . coin- 
cident. On a alors 


vv — a — /? 2 y 3 = a*; — A, a — w ;J . 3, 
relation de la forme 


( 3 ) 


p x q 2 — r m ' = o. 


p 3 etant trois entiers qu’on pent toujours rendre premiers entre eux 
en divisant (3) par les facteurs communs a />, q , r. Les periodes se re- 
duisent alors a deux. 

En effet, appelons s le plus grand conimun diviseur de p et . q : on pent 
determiner deux entiers p‘ et q' tels que 

(4) pq'— qp' = s. 


Posons 


( 5 ) 



= #, 


f p'x -f- q'$ = 6 ; 

et 6 sont des periodes de la fonction, car ~ et “ sont entiers. Les equa- 
tions (5), resolues par rapport a oc et p, donnent 


( 6 ) 



q'a — 




= — p'a -f- 



s 


et la relation (3) devient 
(7) 


sa -t~ rq = o, 



^94 


NOTE I. 


s et 7’ etant des entiers premiers entre eux. On peut clioisir d< 
r' et s' tels que 

rs’ — S 7 J = i 

et en posant 

(8) s' a -h /-'y = c, 

c est une periode. On tire de (7) et (8) 

ci — rc , y~ — sc i 

(Toil enfin, d’apres (6), 

a — q'rc — - Z> 

1 s 

Y = — SC. 

Les trois periodes se reduisent done aux deux b et c. Cette 
tion est empruntee a Riemann ( OEuvres completes , p. '.>76), 



>'OTE II 


CONVERGENCE DU PRODUIT DOUBLEMEXT INFIX l GUI 5ERT 
A LA DEFINITION DE 7u. 


Pour definir ziu nous avons considers le produit douLlement in uni 

tv = > m tv — ?. a to', 

m ) _ __ _ 0 __ 

71 \~° 7 ~~ 1 ' • — 

w — o exclus, 

et nous avons admis que ce produit est convergent. Pour ie dcrnontrer. 
nous etablirons la convergence de la serie obtenue en prenant les loga- 
rithmes des facteurs 



yT Lo!! ( , I _« > w « -14]. 


Si Ton choisit pour determination du logarithme de ( i — ) cede qui 

r \ w / 

tend vers zero quand tv devient infini, le terme general peut s'ecrire. en 

developpant le logarithme en serie : 


« 3 / i 1 11 1 

tv 3 \3 4 w a tv- 


et l’on voit que le rapport 


i u z 
3 tv 3 


tend vers i quand tv devient infini. D’apres cela il nous suffit de considerer 


la sonime 



u z 

tv 3 


3 jmd tv 3 


ou encore de demontrer la proposition suivante : 


La serie 


(‘ 2 /iUxi -T- 2 / 10 )' )^ 



f (m = o, n = o exclus) 


serie convergente. 


NOTE III. 

SCR LE DfiVELOPPEMENT EES FONCTIONS 0 EN FACTEURS. 


Nous avons a ia page r.u } en iclentifiant i’exprcssion dc sous forme 
de produit avec l’expression de 0i sous forme de seric, obtenu l’idcntitc 

( A(i iq cos a# h- <7 2 )(i h- coszx -t- </ G ) . . . 

U) , 

l = I -f- 2 <7 COS 2 a? -b ?,(]* C0S4.r -h 

Nous avons reserve a ce moment la determination de la conslantc A. Voici 
la methode que M. Biehler a donnee pour determiner A, methode que 
nous empruntons a une Note de M. Hermite placee a la fm de la derniere 
edition de V Analyse de Serret. 

Considerons le produit compose d’un nombre fini de facteurs, 



le developpement suivant les puissances positives et negatives dc z sera de 
la forme 

f( z )~ AqH“ Aj (z -+- - ^ H~* . . -f- A n (^Z n *-{- ~ ^ • 


Cela etant, fidentite suivante, qui se verifie immediatemcnt, 
/(? 2 -)(? 2 'H- qz) = /(*)( I H~ q^+'z), 
donne entre deux coefficients consecutifs, A,- et A/_ 1} la relation 
Aj(l — q't-n+M) = A/_i (q- 1 - 1 — q 2 n+i ) # 

Nous en tirons successivement 



A*= A. 


N O T C III. 


et, par consequent. 

x . = Afi tzj ~ 7 : ■ 1 - t- • - - i — ? 2 ' 


Tons Ies coefficient? «1 u developpernent s’obtiennent drum au nm w:* d:. 
premier A c „ dont voici la determination. 

Supposon? i—n et remarquons qne dan? / ^ \ le t«?rme en m avail! 
pour coefficient cp ~ ? '- ■■•--"-L on }1 immediatement A... = 7-% dV*ii. pa: 
consequent. 



et enfin la valeur clierchee que jecris ainsi 




Cela etant, faisons croitre indefiniment le nomLre /*. cette expression nou> 
do nne 

A 0 = — , 

(I — q- m,l — q* a I — q" . . . 


et la relation entre A; et A 0 devenant s implement A; = A -,q r ~. « » n est con- 
duit a l’egalite 



( I — q- ii I — q* \ { i — q ,] t . . . 


II suffit maintenant de poser z = e- ix pour en conclure 


(i H- ‘iq cos 2 x -- q- M i -4- 9.q z cos 2 2 * -r- <7 6 >. . . 
i ~ 2 ^ cos -r- 9. q* cos 4 # — . . . 

~~ (i — q-)(i — q*)(i — q 6 )..- 

La valeur de la constante A qui figure dans la formuie (i) est done 
A = (i — q-)(j — q*)( l — — q * ) — 



RESUME RES PRUNCIPALES FORMULES. 


o li = 

pu = 


FONCTIONS DE M. WEIERSTRASS. 


Developpements en procliiits et series infinis. 


cot U = i -f- 'V 

u Ami 

= L^y' i. 

sin 2 u u* Amk ( u — miz)- 
( w = 2 m to -h 2 n a/ ), 

- — IT(*-S) 
0-5-2. 

pw=~ + y [- — 1 — — r - 1 

U' 1 jmd L( U — W )" w- J 

” P w “ ^4 ( ££ — W )3 


— /;i7L />i7T 


J7 1 n- 

J qW 2 tv 2 


I I a 

U — W W iV 1 


Developpements en series entieres. 


U ~h He 


P *2 U * 


2 +. D.O 


u 1 * a*. 3 . 5 “ 

H- ^ -h tD 


g* u 1 £| u 9 

2 3 . 0.5.7 2 9 .3 2 .5.7 

£l_ 

2*. 3. 5*. 7 


2 2 .0.7 

#3 

2 2 -7 


Z £ 7 - 


ft 3 «*.+. M n + . 


2 4 . 3.5 2 




=*> 2 i' *=>*> 2 ' 


I 



RESUME DES PRINCIPALLY FORKl'LES 


Relations entre pu et set derDecs. 

p f - u = 4 p 3 m — #2p ** — gz = 4 p ** — ^ 1 • p ^ 
p^z=Gp-tt— i^2, 

P' 7/ M- — 12 pw p' U. 

Homogeneity . 

3"( [111 : OLIO. *JUii 
J ( |X « ’JLtO . 'XOj’ i 

p( olzj 1 uw') 

^-2 ( 'J.CO, jW) 

g 3 ( u.co, ;iw' ) 


— a s' < u \ to, w . 

1 V I 

— — , i U ] 10 , Cy . 

I 

= — - pi ll ■ lu. Ct> . 
•JL- J 1 ' 

I 

\±*'~ ~ 
l 

— ~ " 3 ? 0 ). cy <. 

^ ' 


Degen erescen ce . 


co f = sc : 



i v i 

p Zf = — , lu = - , o u = u, 
r u* u 

e 1 =e 2 =e 3 = o J g» = o, £3 = o. 


Periodicite et for mules d' addition. 

p(u-r- 2 (d) = pu, 
p(u-h2(0 r ) = pu, 

£(tt + 2 a>) = 2 t„ = £co, 

20 )') = 2 T,', V = £lo'. 


3 g z 



A. ET L, 


26 



4 09. RESUME DES PRINCIPALES FORMULES. 

O' ( U -4- 2 U) ) = — e21](K+w) o' Kj 

o' ( -i- a 0 >' ) = — e 2 Y)'(;n-w') o M) 

^B-rSmU+lW) = ( 1)«»+«+» e (»J»1)+SJ«l')(tt-t-»Ki>+B«l»') o' ; 

o'(m - 1 -p)a'(£t— p) 


P« — P» — — 


c ' 2 zz o' 2 P 


£Lff — £(zZ -r- p) -!- ?(ZZ — P) — 2^ ZZ, 

P**~P^ 


-p P 


P a — p p 


l(u -i- P) — p) — 'llv. 


I B ll— D P v/ v y 

- L iL_ = £(zz-!-p; — ?zz — £p, 

« P“-J3P 

T d [p'u — p'v 

ptt+pP-rp(B + 0 = 

P(ZZ -r* CO) — ^! — 
p( ZZ -4 CO 4- co') — Co = 
p(U 03 ') — <? 3 ~ 


P M — p P 

p'M — p'o y 

4 V pu — pv ) ’ 

(#1 — gg) (gj — gp) ? 

pu—e i 

(<2 2 — e v ){e^ — e z ) 

■ j 

p ZZ — C? 2 

f?i)(e 3 — e 2 ) 


P « “ «3 


Racines c?i, e 2 , e%. — Fond ions u l5 a^, gV 


P m 


e t = p co, <?*> = p(w + co'), e 3 =pw', 

C^( ZZ — co ) o J ( zz — co' ) tfC zz -i- co -!- to' ) 


o' co o' co' o' ( co 4 - <o' ) o' 3 zz 


cf(co — zz) 

<j i zz = 6 r i w 


tfco 

c'fco 4- co' — zz) 


o', zz, — e ir i+ r i ,}u 


aYco' — zz) 

0*3 U — € r <'“ ~ * 


O' ( CO 4- co' ) ? 

o' co' 


/ 0*1 w\ 2 


/ u| m. \ - /G'oZzX 2 

pw - ei = fe) 5 *“- e * = V7ir) > p“-«» = 


o'g zz 

cj'zz 


P M = 


a 4 i ZZ G'o ZZ C , 3 zz 
tf 3 ZZ 


T ac fnn ptiAn c r? . ir 1 ^ rr 1 _ cr>iif no Ipoc 


I aleurs re dies de ru quancl tv et ~ so/k7 r relies*. 

Gonsiderons le rectangle de sommets o. tv, tv — ?•/. tv'. pjuand Far- : 
ment zz. deerit le contour de ce rectangle dan? I.* sens o. tv. tv — .»•/. 
la fonction pzz diminue constarnment de — x a --x : 

i° Ouand u va de o au sommet to. pzz est reel et dderoH de x a o. : i> 
est negatif. 

9° Ouand zz va de to a to — to’, pu decroit do o a p’/z e?t pure me 
imaginaire positive. 

3° La variable u allant de to — 0 / a to*, pzz decroit de £0 a p'zz ♦ 
reelle et positive. 

4° Enfm zz revenant de 0 / a o. pzz decroit de e 3 a — x: p' zz est ptiremt 1 * * 
imaginaire negative. 


En tout point pris dans le rectangle, pu est imaginaire. 


FQ NOTIONS DE JACOBI. 


Series trigonometriques , 


? = * -K ; P=j£, 

H(zz) = 2 v'^ sm v — 2 v¥ sin 3 <’ -i“ 2 V # 2S sin 5 c — . . . , 
Hj ( zz) = 1 ’\Jq cos c — 9. v «7 9 cos 3 1; 2 V" q~'° cos 5 c — , 

e(u) — I — 9^COS2P-i-2y 4 COS4t? — 9# 9 COS 6 c -r- 

Si( u) = 1 -T-iq cos 2 c -+- ag^cosdc 4- icp cos 6c -f- 


l = e * K , 

H,(b)=H(btK), 

0(m) = H (a -T- iK'), - 

0i(zz) = y Hf zz-f-K-f- £K'), 


Zeros de H (zz) 
» Hi(zz) 

» 0(zz) 

» 01 (u) 


2/?zK— 9/ZzKF 

( '2 711 ~ l )K— 2/Zz’IV. 

2. Z?Z K ( 2 7Z — i~ 1) 

( 2 III -f- I)I\ -r( 2 /l-rl) 
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RESUME DES PRINCIPLES FORMULES. 


Produits infinis. 

H (k) = A 2 V# sin p(i — 2# 2 cosap -b q k )(i — cos2P h- # 8 ). . 
Hi(m) = kfsj q cosp(i -b iq- cosap -b # 4 )(t-b 2# 4 C0S2P -b q%). . 
0 (u) — A(l— 2 # C0S2P-b # 2 )(l— 2 ^ 3 C0S2PH- </ G ). . 

0 i ( m) = A(i-b 2q C0S2P-+- # 2 )(i-b 2 < 7 3 cos a PH- q c> ) 


Addition d’une demi-periode ou d’une pcriode. 


H(zzh-K) = Hi(w), 

0 ( w -r* k ) = e^w), 

H 1 (b + K)=.~H(b) > 

0 1 ( ££ —b K) = 0(w) j 

H (u -b K -b zK' ) = X0 t (zz), 
0(«-hK + zK') = XHt(zz), 
Hi ( u -b K -f- z*K') = — iX 0( zz), 
0 1 (wh-Kh-£K , )= zXH(zz), 

Relations entre 


[n+i K') 

P = « K 

H(zzh-z*K') = z’X 0(a), 
©(zt-bzK'^ zXII(zz) t 
H 1 (zah~zK , )= X0i(zz), 
6 1 (zz-HzK , )= XHi(zz) t 

II ( u -b a i Is! ) = — (x II ( z* ) T 
0 ( u -b a z* K' ) =■= — |x 0 ( u) r 
II i ( it -b 2 iK ! ) — ix II i(u) 7 

0i ( u -b a iK' ) ~ (x 0! ( u) . 

s <j et les 2r. 


11 H'(o ) c 

, , x c'(o)H-zz) H t (zz) M a 

*1 ( U) = — -r;- — = rr-H <3 2 «•> , 

o' CL> lii(o) 

0 i(zz) 

Bi(o) 6 


c i 2 ( m) = 


G'(ti) -b w') 


Q— It - 


g ^3 ( z/ ) — g 

o' to 


0(zz) - — jr /2 
-I—' e* w 
0 ( 0 ) 



RESUME DES PRIXCIPALES F 6 |SJIULE> 


FOXCTIONS 


sn w. C!i t 7 . 


« 7 . 


I H <" Z/ j 

sn zz — — = , 

V k 


, 7d H du'< 
cnu= \ k e,«. ’ 

v'l- 

dn « = i//F -r“- — ' • 
t) i ll J 

V 


1 1 * »' o ■ 
bn ! o ■ 


Addition d’une demi-periode ou d'une period c. 


sn (it - r K) = 
cn ( u -r K \ = — 
dnfzz — K) = 


cn u 
c!n u 
k r sn u 
dii u 
k r 

dn u 


sn< u — i K') = 
enf n — zK r ; = — i 


k sn u 
dn u 
k sn it 


T .... .cn u 

dn(zz — zR i = — i i 

v sn u 


sn ( u — K — iK' ) = 
cn( u — K h- z’K' ) = 


dn u 
k cn u 5 
- ik' 
k cn u 5 


dn(u-r-K-r-iX!) = ik 1 * -— , 

v cn a 

sn (zz - 4 - 2K) = — sn zz, sn (zz -r a zK' ) = snzz, 

cn ( zz 2 K) = — cn zz, en(zz — 2zK') = — cum, 

dn( u -r- 2 K) = dnzz, dn( u — azK') = — dnzz. 


Argument purement imaginaire. — Relation entre pu et sn u. 


, . , v ■ _. sn(K|K', t’K) 

sa( iu | K , iK )- l C n(u|K',iK.)’ 


€n (zzz | K, z*K') 


cn( u [ K', z'K) ’ 


pu — e z — 


ei — e z 


n-{u\Ui — e 3 ) 


1 lV r .tms <*n(zz|K f , iK) 

dn(iw|k,ik)- cn(M |K',iK)‘ 
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RESUME DES PRINCIPALES FORMULES. 


Vcileiii's reelles de snzz, cn?£, dnz^ quand K et K' sont reels {fig. 
OA = K, OB = K', 


u 

0 

A 

G 

B 

sn u 

0 

1 

1 

k 

CO 

it 

A 

0 

B 


cn 11 

0 

1 

CO 


u 

G 

A 

0 

B 

dn u 

0 

k' 

I 

CO 


Fig. 28 


y 

B 

C 


0 

A oc 


1 


For mules d’ addition. 
cna = cnz£cn(z£ — a)-f- sn^^ sn(z^ — a) dna. 

Id -l- k'~ = 1 , 


sn- u -h c xdu • 
k 2 sn 2 u -h dn 2 u : 


: 1 , 

: 


sn( u + p) = 


cn(a + p) = 


dn(w p) = 


sn u cnp chip -+- sn . p cn u dn u 
1 — Id sn. 2 u sn 2 p ' 

cn u cn p — sn u sn p dn dn p 
1 — Id 2 sn 2 11 sn 2 p 

dn £6 dn p — Id sn u sn p cn u cn p 
1 — Id sn 2 u sn 2 p 


Derivees. 


dsnu 

~duT — g" cnwdnu, 



0i(o). 



RESUME 


DES PRINCIPAL.ES 


FOR mi: 


Si Ton suppose K et K' liees par la condition 


on a 


yx K 

— - — i — a q — 2 q * — -±q~ — . . . 


cl{ so u i 
du 

d(cnu) 

du 


cn it dn u. 
sn u dn u. 


d{ dn u i , „ 

— r — — k- sn u cn it. 

du 


Developpements eti series entieres. 


-;M) 


/ U U ° 

sn u — u — 2 ky. — 4 k 2 a- — d ) , t - — 

1 . 2.3 I. 2. 3.4.0 


. 8 /c 3 (a 3 _^_ 33 a ) 

u* 


u* 


i. 2. 3 . 4. 5 . 6. 7 
u* 


cnii = i rfi-r 4 A* 2 ) — —— 7 — U -- 44 A 2 ■— 16/S 

1.2 v '1.2. 3. 4 


A-a(i 6 -t -44 A- 2 +/c») 


u* 


i. 2. 3. 4. 5. 6 


FIN. 



ERRATA. 


Page 3i, formule (3i), remplacer z par u. 

Page 367 , formule du bas de la page et page 368, premiere formule, mettre 
partout des signes -K 
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